
Posta¢ analityczna izometrii i podobie«stw

Twierdzenie 1. Niech O b¦dzie ustalonym punktem pªaszczyzny (przestrzeni)
euklidesowej. Ka»da izometria ϕ jest zªo»eniem izometrii ψ zachowuj¡cej O z
translacj¡.

ϕ = T−−→
OO′
◦ ψ, gdzie O′ = ϕ(O).

� Oznaczmy X =

[
x
y

]
, B =

[
b1
b2

]
w przypadku pªaszczyzny

� X =

 x
y
z

 , B =

 b1
b2
b3

 w przypadku przestrzeni.

� Wówczas ka»d¡ izometri¦ mo»na zapisa¢ w postaci

X 7→ AX +B

gdzie A jest macierz¡ jest ortogonaln¡ (tzn. AAT = J) odpowiednio
stopnia 2 lub 3,

Posta¢ analityczna izometrii i podobie«stw

� a podobie«stwo
X 7→ kAX +B

gdzie k ∈ R+.

� Podobie«stwo (izometria) jest parzyste, gdy dodatkowo detA = 1, a nie-
parzyste, gdy detA = −1.

� Izometria
X 7→ AX

jest inwolucj¡, gdy macierz ortogonalna A jest symetryczna.

Wn. 1. Ka»da izometria przestrzeni postaci X 7→ AX jest:

1. obrotem, gdy detA = 1,

2. symetri¡ obrotow¡, gdy detA = −1.

Najwa»niejsze przykªady

� Macierz obrotu o k¡t α: [
cosα − sinα
sinα cosα

]
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� Macierze symetrii wzgl¦dem Ox i Oy:[
1 0
0 −1

]
;

[
−1 0
0 1

]
.

� Macierz symetrii wzgl¦dem prostej nachylonej do dodatniej póªosi Ox pod
k¡tem α: [

cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

]
Opis izometrii i podobie«stw pªaszczyzny za pomoc¡ liczb zespolo-

nych

z, a, b ∈ C (s¡ liczbami zespolonymi), z jest zespolon¡ wspóªrz¦dn¡ punktu
Z,

� izometrie parzyste: ϕ(z) = az + b gdzie |a| = 1,

� izometrie nieparzyste: ϕ(z) = az + b gdzie |a| = 1,

� podobie«stwa parzyste: ϕ(z) = az + b gdzie a 6= 0,

� podobie«stwa nieparzyste: ϕ(z) = az + b gdzie a 6= 0,

� Posta¢ analityczn¡ przeksztaªcenia ϕ z punktem staªym P otrzymujemy
dziaªaj¡c na przeksztaªcenie ψ z punktem staªym O automor�zmem we-
wn¦trznym wyznaczonym przez translacj¦ T−−→

OP

ϕ = T−−→
OP
◦ ψ ◦T−−→

PO
.

� Przykªadowo:
ϕ(z) = i(z − z0) + z0

jest analityczn¡ postaci¡ obrotu R90◦

z0 .

Punkty szczególne w trójk¡cie

Twierdzenie 2. W dowolnym trójk¡cie ABC wspóªp¦kowe s¡ nast¦puj¡ce trójki
prostych:

1. ±rodkowe,

2. symetralne boków,

3. wysoko±ci,

4. dwusieczne k¡tów wewn¦trznych,
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Staªe oznaczenia dla punktów i dªugo±ci odcinków szczególnych trój-

k¡ta ABC:

� G - ±rodek ci¦»ko±ci, czyli punt przeci¦cia ±rodkowych,

� O - ±rodek okr¦gu opisanego,

� H - ortocentrum czyli punkt przeci¦cia wysoko±ci,

� I - ±rodek okr¦gu wpisanego,

� a, b, c - dªugo±ci boków przeciwlegªych odpowiednio wierzchoªkom A,B,C,

� p := 1
2 (a+ b+ c) - poªowa obwodu,

� R - promie« okr¦gu opisanego, r - promie« okr¦gu wpisanego.

Def. 1. Prost¡ l(O,G) przechodz¡c¡ przez ±rodek ci¦»ko±ci i ±rodek okr¦gu
opisanego nazywamy prost¡ Eulera (dla trójk¡ta równobocznego jest to dowolna
prosta przechodz¡ca przez O = G).

Twierdzenie 3. H = J−2G (O).

Twierdzenie 4 (O okr¦gu dziewi¦ciu punktów). �rodki boków trójk¡ta, spodki
wysoko±ci i ±rodki odcinków ª¡cz¡cych ortocentrum z wierzchoªkami le»¡ na jed-
nym okr¦gu.

Def. 2. Okr¡g opisany w Tw.4 nazywamy okr¦giem Eulera (lub Feuerbacha)
(lub dziewi¦ciu punktów).

Zorientowana dªugo±¢ i stosunek podziaªu

Def. 3. Je±li l(A,B) ‖ l(C,D), to zorientowan¡ (wzgl¦dem AB) dªugo±ci¡
odcinka CD nazywamy liczb¦:

|CD|AB :=

{
|CD| gdy wektory

−−→
AB i

−−→
CD maj¡ te same zwroty

−|CD| gdy wektory
−−→
AB i

−−→
CD maj¡ zwroty przeciwne

Def. 4. Zorientowanym stosunkiem równolegªych odcinków AB i CD nazy-

wamy liczb¦
AB

CD
:=

|AB|
|CD|AB

. Liczb¦
AM

MB
nazywamy zorientowanym stosun-

kiem podziaªu odcinka AB przez punkt M 6= B.

Uwaga 1. Dla dowolnych A 6= B i dowolnego x ∈ R \ {−1} istnieje dokªadnie

jeden punkt M taki, »e
AM

MB
= x.
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Twierdzenia Cevy i Menelaosa

Twierdzenie 5 (Cevy). Niech ró»ne od wierzchoªków trójk¡ta ABC punkty
A′, B′, C ′ le»¡ odpowiednio na prostych boków BC, CA i AB. Proste AA′, BB′

i CC ′ s¡ wspóªp¦kowe (tzn. maj¡ punkt wspólny lub s¡ równolegªe) wtedy i tylko
wtedy, gdy

AC ′

C ′B
· BA

′

A′C
· CB

′

B′A
= 1.

Twierdzenie 6 (Menelaosa). Niech ró»ne od wierzchoªków trójk¡ta ABC punkty
A′, B′, C ′ le»¡ odpowiednio na prostych boków BC, CA i AB. Punkty te le»¡
na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy

AC ′

C ′B
· BA

′

A′C
· CB

′

B′A
= −1.
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