Postaé analityczna izometrii i podobienstw

Twierdzenie 1. Niech O bedzie ustalonym punktem ptaszczyzny (przestrzeni)
euklidesowej. Kazda izometria ¢ jest ztozeniem izometrii Y zachowujgcej O z
translacjq.

=T 01, gdzie O’ = p(0).

e Oznaczmy X = [ ; } , B= [ 21 } w przypadku ptaszczyzny
2

X bl
e X=|vy |, B=| by | wprzypadku przestrzeni.
z bg

o Wowczas kazda izometrie mozna zapisa¢ w postaci
X—AX+B

gdzie A jest macierza jest ortogonalna (tzn. AAT = J) odpowiednio
stopnia 2 lub 3,

Postaé analityczna izometrii i podobienstw

e a podobienstwo
X—kAX +B

gdzie k € Ry.

e Podobiernistwo (izometria) jest parzyste, gdy dodatkowo det A = 1, a nie-
parzyste, gdy det A = —1.

e Izometria
X = AX

jest inwolucja, gdy macierz ortogonalna A jest symetryczna.

Wn. 1. Kazda izometria przestrzeni postaci X — AX jest:

1. obrotem, gdy det A =1,

2. symetrig obrotowq, gdy det A = —1.
Najwazniejsze przyklady

e Macierz obrotu o kat a:

cosa —sina
sina  cos«



e Macierze symetrii wzgledem Oz i Oy:

10 | -1 0
0o -1}’ 0o 1|
e Macierz symetrii wzgledem prostej nachylonej do dodatniej potosi Ox pod
katem a:

cos 2 sin 2a
sin2a  — cos 2«

Opis izometrii i podobienstw plaszczyzny za pomoca liczb zespolo-
nych

z,a,b € C (sa liczbami zespolonymi), z jest zespolona wspoélrzedna punktu
Z,

e izometrie parzyste: ¢(z) = az + b gdzie |a| = 1,

e izometrie nieparzyste: ¢(z) = aZ + b gdzie |a| =1,

¢ podobienistwa parzyste: ¢(z) = az + b gdzie a # 0,

¢ podobieristwa nieparzyste: ¢(z) = az + b gdzie a # 0,

e Postaé analityczna przeksztalcenia ¢ z punktem stalym P otrzymujemy
dziatajac na przeksztalcenie ¢ z punktem stalym O automorfizmem we-
wnetrznym wyznaczonym przez translacje T@

o =TgpopoTss.

e Przyktadowo:
p(z) = i(z — 20) + 20

jest analityczna postacia obrotu R2°".
Punkty szczegolne w tréjkacie

Twierdzenie 2. W dowolnym tréjkgcie ABC wspotpekowe sq¢ nastepujgce trojki
prostych:

1. $rodkowe,
2. symetralne bokow,
3. wysokosci,

4. dwusieczne kgtow wewnetrznych,



Stale oznaczenia dla punktéw i dlugosci odcinkéw szczegélnych troj-
kata ABC:

e G - Srodek ciezkosci, czyli punt przeciecia srodkowych,

e O - srodek okregu opisanego,

e H - ortocentrum czyli punkt przeciecia wysokosci,

e ] - Srodek okregu wpisanego,

e a,b, c- dlugosci bokéw przeciwlegltych odpowiednio wierzchotkom A, B, C,
° p:= %(a + b+ ¢) - polowa obwodu,

e R - promienl okregu opisanego, r - promieil okregu wpisanego.

Def. 1. Prosta [(O,G) przechodzaca przez $rodek ciezkosci i $rodek okregu
opisanego nazywamy prostq Eulera (dla trojkata rownobocznego jest to dowolna
prosta przechodzaca przez O = G).

Twierdzenie 3. H = J;*(0).

Twierdzenie 4 (O okregu dziewieciu punktow). Srodki bokéw trdjkqta, spodki
wysokosci 1 Srodki odcinkow tgczqcych ortocentrum z wierzchotkami lezg na jed-
nym okregu.

Def. 2. Okrag opisany w Tw.4 nazywamy okregiem FEulera (lub Feuerbacha)
(lub dziewieciu punktéw).
Zorientowana dlugosé¢ i stosunek podzialu

Def. 3. Jesli I(A,B) || I(C,D), to zorientowana (wzgledem AB) dtugoscia
odcinka C'D nazywamy liczbe:

|CD| gdy wektory AB i ﬁ maja te same zwroty
|CD|ap := . . .
—|CD| gdy wektory AB i CD maja zwroty przeciwne
Def. 4. Zorientowanym stosunkiem réwnolegtych odcinkéow AB i C'D nazy-
AB
wamy liczbe D = |C|D|JB' Liczbe VB nazywamy zorientowanym stosun-

kiem podziatu odcinka AB przez punkt M # B.

Uwaga 1. Dla dowolnych A # B i dowolnego « € R\ {—1} istnieje dokladnie
jeden punkt M taki, ze

= X.

MB



Twierdzenia Cevy i Menelaosa

Twierdzenie 5 (Cevy). Niech rézne od wierzchotkéw trijketa ABC punkty
A’ B, C' lezq odpowiednio na prostych bokéw BC, CA i AB. Proste AA’, BB’
i CC' sq wspdtpekowe (tzn. majg punkt wspdlny lub sq réwnolegte) wtedy i tylko
wtedy, gdy

AC" BA' CB’

C'B AC BA~
Twierdzenie 6 (Menelaosa). Niech rézne od wierzchotkéw tréjketa ABC punkty
A, B, C" lezq odpowiednio na prostych bokéw BC, CA i AB. Punkty te lezg
na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy

AC’" BA" CB

OB AC BA ¢




