Twierdzenie 1. Przeksztatcenie ¢ jest podobieristwem wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje A € Ry, taka ze |p(A)p(B)| = A|AB| dla dowolnych punktéow A, B.

Twierdzenie 2. Jezeli podobieristwa @, pokrywajg sie w trzech punktach nie-
wspdotliniowych, to ¢ = 1.
Dylatacje

Def. 1. Dylatacjg nazywamy przeksztatcenie, ktére dowolna prosta przeprowa-
dza na prosta do niej réwnolegla.

Uwaga 1. Dylatacje tworza grupe przeksztalcen.

Twierdzenie 3. Dylatacja ma doktadnie jeden punkt staty lub jest translacjq.
Def. 2. Dylatacje z punktem stalym nazywamy jednoktadnoscig.
Twierdzenie 4. Jednoktadnosé jest podobieristwem.

Def. 3. Niech ¢ bedzie jednokladnoscia z punktem stalym O i skali podo-
bienstwa A. Skalg jednokladnosci nazywamy liczbe s := —\, gdy dla X # O
zachodzi B(XOp(X)) i liczbe s := A w przeciwnym przypadku. Przyjmujemy
oznaczenie Jg,.

Twierdzenie 5 (O doskonalej jednorodnosci). Jesli ~Col(ABC) i 2l =

A
“;g‘/l = |%:3]| , to istnieje doktadnie jedno podobieristwo ¢, takie ze p(A) = A’,

w(B) =B ie(C)=C".

Wn. 1. Dowolne podobieristwo jest ztozeniem jednoktadnosci z izometrig.

Def. 4. Zlozenie jednokladno$ci z izometria parzysta lub nieparzysta nazy-
wamy odpowiednio podobienstwem parzystym lub nieparzystym.

Twierdzenie 6. Niech A # B, podobienstwa @, bedq jednoczesnie parzyste
lub nieparzyste, p(A) = (A) i o(B) = ¢(B). Wowczas ¢ = 1.

Def. 5. Podobienstwem spiralnym nazywamy ztozenie R o J¢, jednokladno-
§ci z obrotem o tym samym Srodku a symetrig dylatacyjng zlozenie S, o J,
jednoktadnosci z symetrig o osi przechodzacej przez srodek jednokladnosci.

Uwaga 2. W definicji 5 mozna zmieni¢ kolejno$¢ przeksztalcen R o J§ =
DoRE 18,05 =J508S,dlaO €a.

Twierdzenie 7. Dowolne nieizometryczne podobienistwo ma doktadnie jeden
punkt staty.

Twierdzenie 8. Kazde nieizometryczne podobienistwo parzyste jest podobieri-
stwem spiralnym a nieparzyste - symetrig dylatacyjng.

Twierdzenie 9. Izometrie sq dzielnikiem normalnym grupy podobieristw.



Pélplaszczyzny i plaszczyzny w geometrii bezwymiarowej
Def. 6. Mo6wimy, ze punkty A, C lezg po:

1. przeciwnych stronach prostej b: B(AbC) :«» A,C ¢ bAIT(T € b A
B(ATC))

2. tej samej stronie prostej b: A ~, C > IT(B(AT) A B(CHT)).

Def. 7. 1. Pélplaszczyzng wyznaczong przez punkt A i prostg b nazywamy
zbior: Hp(A,b) :={X : X ~; A}.

2. Plaszczyzna wyznaczonag przez punkt A i prosta b nazywamy zbior: PI(A,b) :=
bUHp(A,b)U{X : B(XbA)}.

3. Oznaczenia: wielkie litery greckie, Pl(a,b), Pl(A, B,C).

Gorny aksjomat wymiaru dla przestrzeni 3-wymiarowej

Def. 8. Punkty Ay, Ao, ..., A, sa wspélptaszczyznowe: Cp(Ay, As, ..., Ay)
AP(A4, Ay, ..., Ay € D)

(A9’) (Gorny aksjomat wymiaru dla geometrii 3-wymiarowej) P # QAVL_ (A; P =
A?Q) — Op(A17 A27 A37 A4)

Def. 9. Plaszczyzne okreslona w (A9’) nazywamy plaszczyzng symetralng
odcinka PQ i oznaczamy Ps(P, Q).

Def. 10. Symetria wzgledem plaszczyzny i rzut prostokatny na plaszczyzne:
Se(A)=A" > A=A VI =Ps(A A"). Re(A) = M(A,Ss(A)).
Rownoleglo$é i prostopadlosé

eallbia=bVvIP(a,bcPAanb=0).

e Proste a,b nazywamy skosnymi gdy nie istnieje plaszczyzna P, taka ze
a,bC ®.

o all @ 3(allbC D).

o allboVR(bC D —al d)

o al® > 3A, B(a=1(A,B)A® = Ps(A,B)).

e al® < IbcCPb#cAhalbc) = VoCT Planb#D — ald).
o 310 > Ja(PLla C Q).

o ald —VQaC Q- QLD).

e Dowolne proste sko$ne a,b maja wspolng prostopadla (cLla,b).



Twierdzenie 10 (O sztywnosci dla przestrzeni). 1. Jesli ~Cp(Ay, Ag, A3, Ay)
i (A1A3A3A,) = (B1B2B3By), to istnieje doktadnie jedna izometria ¢,
taka ze Vi_,¢(A;) = B;.

2. S jest jedyng rézng od identycznosci izometrig, ktora zachowuje dane
trzy punkty niewspdtliniowe A, B,C (D = PI(ABQC)).

Twierdzenie 11. Kazda izometria przestrzeni jest ztozeniem najwyzej czterech
symetrii wzgledem plaszczyzn.

Twierdzenie 12 (O redukcji). Jesli ptaszczyzny ®q, o, P35 sq réwnolegle lub
magjg wspolng prostg, to istnieje ptaszczyzna €1, taka Ze Sg, © Se, 0 Se, = Sq.
Klasyfikacja izometrii przestrzeni euklidesowej

Def. 11. Zlozenie parzystej ilosci symetrii wzgledem plaszczyzn nazywamy
ruchem fizycznym, a ztozenie nieparzystej — izometrig nieparzystq.

Def. 12. Zlozenie Sg, o Se, nazywamy translacjg gdy @4 || P2, natomiast ob-
rotem gdy @1 }f ®o. Jesli dodatkowo @1 L Py, to obrot nazywamy pétobrotem lub
symetrig wzgledem prostej. Obroty oznaczamy R, translacje T, pélobroty
S;.

Uwaga 3. O$ [ i miara kata « nie okreslaja jednoznacznie obrotu.

Wn. 2. W reprezentacji Sg, o Se, danego obrotu lub translacji jedna z plasz-
czyzn moze byé dowolng plaszczyzng z odpowiedniego peku ptaszczyzn.

Wn. 3. S¢, 0Ss, =S¢, 0 S, wtedy @ tylko wtedy, gdy ©11.P,.
Def. 13. 1. Symetrig z poslizgiem nazywamy zlozenie T 0Sq, gdzie U | ®.
2. Symetrig obrotowgq nazywamy ztozenie Rf* o S¢, gdzie [ L ®.

Jesli Ry jest potobrotem (czyli Rf* = S;), to symetrie obrotowa nazywamy
symetrig $rodkowq i oznaczamy So, gdzie {O} :=1N P.

3. Ruchem $rubowym nazywamy zlozenie R} o T+, gdzie U Il

Wn. 4. Sg, 0S¢, 0 Sg, jest: symetrig z poSlizgiem, gdy ©1 || P2 L P3; syme-
trig obrotowq, gdy ®1, P21 O3 i Oy Y Dy; symetrig Srodkowq, gdy P1, Po, 3 sq
parami prostopadte.

Ruch $rubowy jest ztozeniem S, 0S¢, 0Ss,0Se,, gdzie Ss,, Se,LSs, || Se,
i So, Jf Sa,.

Twierdzenie 13. Kazda izometria nieparzysta jest symetrig obrotowq lub sy-
metrig z poslizgiem (w tym symetrig ptaszczyznowq lub Srodkowg).

Wn. 5. Kazda izometria nieparzysta, ktora posiada punkt staly jest symetrig
obrotowg.



Lemat 14. Kazde ztozenie dwoch potobrotow jest ruchem $rubowym.

Twierdzenie 15. Kazdy ruch fizyczny jest ruchem srubowym (w tym identycz-
nosciq, translacjg lub obrotem,).

Wn. 6. 1. Kazdy ruch fizyczny posiadajgcy punkt staty jest obrotem.

2. Ztozenie dwdch obrotow wzgledem prostych przecinajgcych sie jest obro-
tem.

Wn. 7. Grupa izometrii przestrzeni jest biinwolutywna, tzn. kazda izometria
jest ztozeniem dwdch inwolucji (czyli symetrii wzgledem plaszczyzn, prostych lub
punktow).

Uwaga 4. Kazde podobieristwo przestrzeni jest ztozeniem jednoktadnosci z izo-
metria. Sp =J 51 jest jednak izometrig nieparzysta i dlatego nie mozna definio-
wac podobienstw parzystych i nieparzystych w taki sam sposob jak w przypadku
ptaskim. Podobienstwo parzyste jest ztozeniem izometrii parzystej z jednoktad-
noscia, o skali dodatniej.

Def. 14. Jedli O € [, to zlozenie R{* o J¢, nazywamy podobiernistwem spiralnym.

Twierdzenie 16. KaZde nieizometryczne podobienistwo przestrzeni jest podo-
bieristwem spiralnym (parzystym, gdy s > 0, a nieparzystym, gdy s < 0).



