
Twierdzenie 1. Przeksztaªcenie ϕ jest podobie«stwem wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje λ ∈ R+, taka »e |ϕ(A)ϕ(B)| = λ|AB| dla dowolnych punktów A,B.

Twierdzenie 2. Je»eli podobie«stwa ϕ,ψ pokrywaj¡ si¦ w trzech punktach nie-
wspóªliniowych, to ϕ = ψ.

Dylatacje

Def. 1. Dylatacj¡ nazywamy przeksztaªcenie, które dowoln¡ prost¡ przeprowa-
dza na prost¡ do niej równolegª¡.

Uwaga 1. Dylatacje tworz¡ grup¦ przeksztaªce«.

Twierdzenie 3. Dylatacja ma dokªadnie jeden punkt staªy lub jest translacj¡.

Def. 2. Dylatacj¦ z punktem staªym nazywamy jednokªadno±ci¡.

Twierdzenie 4. Jednokªadno±¢ jest podobie«stwem.

Def. 3. Niech ϕ b¦dzie jednokªadno±ci¡ z punktem staªym O i skali podo-
bie«stwa λ. Skal¡ jednokªadno±ci nazywamy liczb¦ s := −λ, gdy dla X 6= O
zachodzi B(XOϕ(X)) i liczb¦ s := λ w przeciwnym przypadku. Przyjmujemy
oznaczenie JsO.

Twierdzenie 5 (O doskonaªej jednorodno±ci). Je±li ¬Col(ABC) i |A
′B′|
|AB| =

|B′C′|
|BC| = |C′A′|

|CA| , to istnieje dokªadnie jedno podobie«stwo ϕ, takie »e ϕ(A) = A′,

ϕ(B) = B′ i ϕ(C) = C ′.

Wn. 1. Dowolne podobie«stwo jest zªo»eniem jednokªadno±ci z izometri¡.

Def. 4. Zªo»enie jednokªadno±ci z izometri¡ parzyst¡ lub nieparzyst¡ nazy-
wamy odpowiednio podobie«stwem parzystym lub nieparzystym.

Twierdzenie 6. Niech A 6= B, podobie«stwa ϕ,ψ b¦d¡ jednocze±nie parzyste
lub nieparzyste, ϕ(A) = ψ(A) i ϕ(B) = ψ(B). Wówczas ϕ = ψ.

Def. 5. Podobie«stwem spiralnym nazywamy zªo»enie Rα
O ◦ JsO jednokªadno-

±ci z obrotem o tym samym ±rodku a symetri¡ dylatacyjn¡ zªo»enie Sa ◦ JsO
jednokªadno±ci z symetri¡ o osi przechodz¡cej przez ±rodek jednokªadno±ci.

Uwaga 2. W de�nicji 5 mo»na zmieni¢ kolejno±¢ przeksztaªce« Rα
O ◦ JsO =

JsO ◦Rα
O i Sa ◦ JsO = JsO ◦ Sa dla O ∈ a.

Twierdzenie 7. Dowolne nieizometryczne podobie«stwo ma dokªadnie jeden
punkt staªy.

Twierdzenie 8. Ka»de nieizometryczne podobie«stwo parzyste jest podobie«-
stwem spiralnym a nieparzyste - symetri¡ dylatacyjn¡.

Twierdzenie 9. Izometrie s¡ dzielnikiem normalnym grupy podobie«stw.
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Póªpªaszczyzny i pªaszczyzny w geometrii bezwymiarowej

Def. 6. Mówimy, »e punkty A,C le»¡ po:

1. przeciwnych stronach prostej b: B(AbC) :↔ A,C /∈ b ∧ ∃T (T ∈ b ∧
B(ATC))

2. tej samej stronie prostej b: A 'b C :↔ ∃T (B(AbT ) ∧ B(CbT )).

Def. 7. 1. Póªpªaszczyzn¡ wyznaczon¡ przez punkt A i prost¡ b nazywamy
zbiór: Hp(A, b) := {X : X 'b A}.

2. Pªaszczyzn¡ wyznaczon¡ przez punktA i prost¡ b nazywamy zbiór: Pl(A, b) :=
b ∪Hp(A, b) ∪ {X : B(XbA)}.

3. Oznaczenia: wielkie litery greckie, Pl(a, b), P l(A,B,C).

Górny aksjomat wymiaru dla przestrzeni 3-wymiarowej

Def. 8. Punkty A1, A2, ..., An s¡ wspóªpªaszczyznowe: Cp(A1, A2, ..., An) :↔
∃Φ(A1, A2, ..., An ∈ Φ)

(A9') (Górny aksjomat wymiaru dla geometrii 3-wymiarowej) P 6= Q∧∀4
i=1(AiP ≡

AiQ)→ Cp(A1, A2, A3, A4)

Def. 9. Pªaszczyzn¦ okre±lon¡ w (A9') nazywamy pªaszczyzn¡ symetraln¡
odcinka PQ i oznaczamy Ps(P,Q).

Def. 10. Symetria wzgl¦dem pªaszczyzny i rzut prostok¡tny na pªaszczyzn¦:
SΦ(A) = A′ :↔ A = A′ ∨ Φ = Ps(A,A′). RΦ(A) = M(A,SΦ(A)).

Równolegªo±¢ i prostopadªo±¢

� a ‖ b :↔ a = b ∨ ∃Φ(a, b ∈ Φ ∧ a ∩ b = ∅).

� Proste a, b nazywamy sko±nymi gdy nie istnieje pªaszczyzna Φ, taka »e
a, b ⊂ Φ.

� a ‖ Φ :↔ ∃b(a ‖ b ⊂ Φ).

� a ‖ b→ ∀Φ(b ⊂ Φ→ a ‖ Φ).

� a⊥Φ :↔ ∃A,B(a = l(A,B) ∧ Φ = Ps(A,B)).

� a⊥Φ↔ ∃b, c ⊂ Φ(b 6= c ∧ a⊥b, c)↔ ∀b ⊂ Φ(a ∩ b 6= ∅ → a⊥b).

� Φ⊥Ω :↔ ∃a(Φ⊥a ⊂ Ω).

� a⊥Φ→ ∀Ω(a ⊂ Ω→ Ω⊥Φ).

� Dowolne proste sko±ne a, b maj¡ wspóln¡ prostopadª¡ (c⊥a, b).
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Twierdzenie 10 (O sztywno±ci dla przestrzeni). 1. Je±li ¬Cp(A1, A2, A3, A4)
i (A1A2A3A4) ≡ (B1B2B3B4), to istnieje dokªadnie jedna izometria φ,
taka »e ∀4

i=1φ(Ai) = Bi.

2. SΦ jest jedyn¡ ró»n¡ od identyczno±ci izometri¡, która zachowuje dane
trzy punkty niewspóªliniowe A,B,C (Φ = Pl(ABC)).

Twierdzenie 11. Ka»da izometria przestrzeni jest zªo»eniem najwy»ej czterech
symetrii wzgl¦dem pªaszczyzn.

Twierdzenie 12 (O redukcji). Je±li pªaszczyzny Φ1,Φ2,Φ3 s¡ równolegªe lub
maj¡ wspóln¡ prost¡, to istnieje pªaszczyzna Ω, taka »e SΦ3

◦ SΦ2
◦ SΦ1

= SΩ.

Klasy�kacja izometrii przestrzeni euklidesowej

Def. 11. Zªo»enie parzystej ilo±ci symetrii wzgl¦dem pªaszczyzn nazywamy
ruchem �zycznym, a zªo»enie nieparzystej � izometri¡ nieparzyst¡.

Def. 12. Zªo»enie SΦ2 ◦ SΦ1 nazywamy translacj¡ gdy Φ1 ‖ Φ2, natomiast ob-
rotem gdy Φ1 ∦ Φ2. Je±li dodatkowo Φ1⊥Φ2, to obrót nazywamy póªobrotem lub
symetri¡ wzgl¦dem prostej. Obroty oznaczamy Rα

l , translacje T−→u , póªobroty
Sl.

Uwaga 3. O± l i miara k¡ta α nie okre±laj¡ jednoznacznie obrotu.

Wn. 2. W reprezentacji SΦ2 ◦ SΦ1 danego obrotu lub translacji jedna z pªasz-
czyzn mo»e by¢ dowoln¡ pªaszczyzn¡ z odpowiedniego p¦ku pªaszczyzn.

Wn. 3. SΦ2
◦ SΦ1

= SΦ1
◦ SΦ2

wtedy i tylko wtedy, gdy Φ1⊥Φ2.

Def. 13. 1. Symetri¡ z po±lizgiem nazywamy zªo»enieT−→u ◦SΦ, gdzie
−→u ‖ Φ.

2. Symetri¡ obrotow¡ nazywamy zªo»enie Rα
l ◦ SΦ, gdzie l⊥Φ.

Je±liRα
l jest póªobrotem (czyliRα

l = Sl), to symetri¦ obrotow¡ nazywamy
symetri¡ ±rodkow¡ i oznaczamy SO, gdzie {O} := l ∩ Φ.

3. Ruchem ±rubowym nazywamy zªo»enie Rα
l ◦T−→u , gdzie

−→u ‖ l.

Wn. 4. SΦ3
◦ SΦ2

◦ SΦ1
jest: symetri¡ z po±lizgiem, gdy Φ1 ‖ Φ2⊥Φ3; syme-

tri¡ obrotow¡, gdy Φ1,Φ2⊥Φ3 i Φ1 ∦ Φ2; symetri¡ ±rodkow¡, gdy Φ1,Φ2,Φ3 s¡
parami prostopadªe.

Ruch ±rubowy jest zªo»eniem SΦ4
◦SΦ3

◦SΦ2
◦SΦ1

, gdzie SΦ4
,SΦ3

⊥SΦ2
‖ SΦ1

i SΦ4 ∦ SΦ3 .

Twierdzenie 13. Ka»da izometria nieparzysta jest symetri¡ obrotow¡ lub sy-
metri¡ z po±lizgiem (w tym symetri¡ pªaszczyznow¡ lub ±rodkow¡).

Wn. 5. Ka»da izometria nieparzysta, która posiada punkt staªy jest symetri¡
obrotow¡.
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Lemat 14. Ka»de zªo»enie dwóch póªobrotów jest ruchem ±rubowym.

Twierdzenie 15. Ka»dy ruch �zyczny jest ruchem ±rubowym (w tym identycz-
no±ci¡, translacj¡ lub obrotem).

Wn. 6. 1. Ka»dy ruch �zyczny posiadaj¡cy punkt staªy jest obrotem.

2. Zªo»enie dwóch obrotów wzgl¦dem prostych przecinaj¡cych si¦ jest obro-
tem.

Wn. 7. Grupa izometrii przestrzeni jest biinwolutywna, tzn. ka»da izometria
jest zªo»eniem dwóch inwolucji (czyli symetrii wzgl¦dem pªaszczyzn, prostych lub
punktów).

Uwaga 4. Ka»de podobie«stwo przestrzeni jest zªo»eniem jednokªadno±ci z izo-
metri¡. SO = J−1

O jest jednak izometri¡ nieparzyst¡ i dlatego nie mo»na de�nio-
wa¢ podobie«stw parzystych i nieparzystych w taki sam sposób jak w przypadku
pªaskim. Podobie«stwo parzyste jest zªo»eniem izometrii parzystej z jednokªad-
no±ci¡ o skali dodatniej.

Def. 14. Je±li O ∈ l, to zªo»enie Rα
l ◦JsO nazywamy podobie«stwem spiralnym.

Twierdzenie 16. Ka»de nieizometryczne podobie«stwo przestrzeni jest podo-
bie«stwem spiralnym (parzystym, gdy s > 0, a nieparzystym, gdy s < 0).
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