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Jezyk teorii geometrii euklidesowej A.Tarskiego:
Na jezyk teorii geometrii euklidesowej A.Tarskiego sktadaja sie:

1. Zmienne indywidualne A, B, C, ... oznaczajace punkty,
2. dwa predykaty (symbole relacyjne):
trzymiejscowy "B" i

czteromiejscowy "=".

Formule B(ABC) czytamy "B lezy miedzy A i C a formute AB = CD - (odci-
nek) AB przystaje do (odcinka) CD.

Aksjomatyka geometrii absolutnej bezwymiarowej:

Al AB=BA

A2 AB=PQAAB=RS — PQ = RS

A3 AB=CC —-A=8B

A4 IX(B(QAX) AN AX = BC) (aksjomat o odkladaniu odcinka)

A5 (A # BAB(ABC)ANB(A'B'C'"YANAB = A’/B'ABC = B'C' N AD =
A'D'ANBD = B'D') = CD = C'D’ (aksjomat o pieciu odcinkach)

A6 B(ABA) - A=B
A7 B(APC) AB(BQC) — 3X(B(PXB) A B(QX A)) (aksjomat Pasha)

Asjomaty wymiaru:
A8 JA,B,C(-B(ABC) A —=B(BCA) AN—-B(CAB)) (dolny aksjomat wymiaru)

A9 (PA£QANAP=AQANBP=BQACP=CQ)— (B(ABC)Vv B(BCA) Vv
B(CAB)) (gorny aksjomat wymiaru)



Aksjomat Euklidesa i jego rownowazna forma:
A10 B(ADT)ANB(BDC)NA # D —
IX,Y(B(ABX) AB(ACY) AB(XTY))

A 10" B(ABC) AB(CDE)AB(EFA)AAB=BCACD=DEANEF = FA) —
FA=BD

Aksjomat cigglosci

A1l VX, V{3AVX,Y[X € Y AY € Y — B(AXY)] - IBVX,Y[X € X AY €
Y — B(XBY)]}

Modele teorii Tarskiego (ptaszczyzny euklidesowe) to struktury postaci:
(P, B, =), gdzie P jest zbiorem punktow, a B i = odpowiednimi relacjami
okres§lonymi w tym zbiorze.

Kartezjanska plaszczyzna euklidesowa

Def. 1. Niech F = (F,+,-,0, 1, <) bedzie uporzadkowanym cialem pitagorej-
skim (tzn. Va,b3dc(a® + b = ¢?)). Kartezjariska plaszczyzna euklidesowa nad
cialem F nazywamy strukture Co(F) = (F? =g, Br), gdzie relacje =, Br sa
okreslone nastepujaco:(z1, z2)(y1,y2) =F (u1,usz)(vy,vg) <>

(z1 = 1)* + (22 — y2)? = (w1 — 01) + (ug — v2)?
Br((z1,22)(y1,y2) (21, 22)) <>

e FAO<t <TAVE (g —x = (2 — 3;) - 1).

Twierdzenie o reprezentacji

Twierdzenie 1. Kazdy model teorii aksjomatow Al, ..., A10 jest izomorficzny
2 kartezjaniskq ptaszczyzng euklidesowq nad uporzqdkowanym ciatem pitagores-
skim F. Jesli dotgczymy All, to F jest ciatem liczb rzeczywistych R (teoria jest
kategoryczna).

Oznaczenia i skroty
Def. Col(ABC) :+» (B(ABC)Vv B(BCA) Vv B(CAB))
Def. (A1, As, ..., An) = (A, AL, . AL) > VP

4,5=1

(A 4; = ALA)

A B C D
DdzﬂS(A,B,C”1y>:9(mA&wABmBrﬂAABz/wyA

BC=B'C'N AD=A'D'ANBD = B'D’)



A5: A;ABAAFS( ;14, g, g, 3 ) S~ CD=C'D
Def. FS( oon S ) 5 (Col(ABC) A Col(A'B'C') A AB = A'B' A
BC =B'C'N AD=A'D'ANBD = B'D’)
. . A B C D
Twierdzenie 2. A # BAFS ( A B D > —CD=C'D'

Podobieristwa i izometrie

Def. 2. Podobienstwem nazywamy dowolny automorfizm struktury (P, B, =)
czyli bijekcje zbioru punktéw P zachowujaca relacje B i =.

Def. 3. Izometrig nazywamy przeksztalcenie ¢ : P — P, spelniajace warunek:
e(X)p(Y) = XY.

Twierdzenie 3. B(ABC) A (ABC) = (A'B'C') — B(A'B'C")

Twierdzenie 4. Kazda izometria jest podobienstwem.

Definicje i oznaczenia
1. Prosta przechodzaca przez punkty: A # B: (A, B) := {X| Col(ABX)}.

2. Polprosta o poczatku A, przechodzaca przez B: h(A, B) := {X| B(ABX)V
B(AXB)}.

3. Symetralna odcinka AB (A # B): s(A, B) := {X| AX = BX}.
4. Srodek odcinka: M(A, B) = X < B(AXB) A AX = XB.
5. Symetria srodkowa: Sp(A) = A’ <> M(A,A”) = O.

Def. Przeksztalcenie ¢ nazywamy inwolucja gdy @ o ¢ =id i ¢ # id.

Tw. So jest inwolucyjna izometria.

Definicje i oznaczenia cd.
6. Punkty A, C, B tworza kat prosty:
R(ACB) :«<» AB = AS¢(B).
7. alb
JA,C,B(R(ACB)ANC €a,bANAcaNBebNC # A, B).
8. Rzut prostokatny punktu A na prosta (:
Ri(A) = A"+ VX € (R(AA'X)).



9. Symetria osiowa: S;(A4) = A" <> M(A4,4") = Ri(A)
Tw. S; jest inwolucyjna izometria.
Tw. Niech A € a,b. Woéwczas:
alb<> Sy =8S,08, <> Spo0S, =S,08; #id.

Definicje i oznaczenia cd.
10. a|lb:>a=bVanb=0.
Tw. a || b < Je(a,blc).
11. Wektor zwigzany to uporzadkowana para punktéw.

Przystawanie wektoréw zwiazanych: (A,B) = (C,D) <> M(A4,D) =
M(B, C).

Wektor swobodny E to klasa relacji przystawania o reprezentancie (4, B).

Katy

12. Kat (skierowany) to (uporzadkowana) para polprostych o wspélnym po-
czatku.

Relacja przystawania katow:

JABC = «DEF + 3A",C', D' F'(A’ € h(B,A)ANC" € h(B,C)AND' €
hE,DYANF € h(E,F)NA',C" # BA(A'BC’) = (D'EF’)

Klasy abstrakcji relacji przystawania katéow, to katy swobodne.

e Katy skierowane przystaja gdy istnieje zlozenie dwoch symetrii osiowych,
ktore przeprowadza jeden na drugi.

Klasy abstrakcji relacji przystawania katéw skierowanych, to katy swo-
bodne skierowane.

Twierdzenie 5 (O sztywnosci dla prostej). Jesli izometria zachowuje dwa rézne
punkty, to zachowuje réwniez wszystkie punkty z nimi wspotliniowe.

Twierdzenie 6 (O sztywnosci dla plaszczyzny). Jesli izometria zachowuge trzy
punkty niewspotliniowe, to zachowuje wszystkie punkty ptaszczyzny euklidesowej
(jest identycznosciag).

Wn. 1. Izometria zachowujgca dwa rézne punkty jest identycznoscig lub syme-
trig osiowq

Twierdzenie 7. Jesli ~Col(ABC) i (ABC) = (A’B'C"), to istnieje ztozenie
dwdch lub trzech symetrii osiowych, ktore przeprowadza A, B, C' odpowiednio na
A B ,C.



Twierdzenie 8 (O doskonalej jednorodnosci). Jesli ~Col(ABC) i (ABC) =
(A'B'C"), to istnieje doktadnie jedna izometria o, ktéra przeprowadza A, B,C
odpowiednio na A’, B',C".

Wn. 2. Dowolna izometria ptaszczyzny jest ztozeniem dwdch lub trzech symetrii
ostowych.

Twierdzenie 9. Ztozenie dwdch symetrii osiowych nie jest symetrig osiowg.

Twierdzenie 10 (O redukcji). Jesli proste a,b, ¢ sq wspdtpekowe (tzn. sq row-
nolegte lub majg punkt wspdlny), to istnieje wspdotpekowa z nimi prosta d, taka
26 Sy =S.0S,08,.

Def. 4. Zlozenie dwoch symetrii osiowych nazywamy izometrig parzystq a
trzech - izometrig nieparzystq.

Def. 5. Zlozenie S;0Sy nazywamy translacjg gdy [ || k, a obrotem gdy [Nk # (.

Wn. 3. W reprezentacji Sy oS, obrotu lub translacji jedna z prostych moze byé
wybrana jako dowolna prosta odpowiedniego peku.

Uwaga 1. Jesli ¢ = Sy 08, jest translacja, A € a, B = Ry(A), to dla dowolnego

X mamy X(p(X; —2AB = . Jesli ¥ = Sp 0 S, jest obrotem i 3 jest miara
kata skierowanego od a do b, to dla dowolnego X # O mamy |[<XOy(X)| =
283 =: a. Przyjmujemy oznaczenia ¢ = T i 9 = Rg.

Def. 6. Zlozenie Sy o S4 symetrii rodkowej z osiowa nazywamy symetrig z
poslizgiem.

Twierdzenie 11. Kazda izometria nieparzysta jest symetrig z poslizgiem. Jesli
A € b, to Sy 0S4 jest symetrig osiowq.

Uwaga 2. Jesli A€llbi Bel,b,toS,o0Sy = T2ﬁ 0S;=85; OTQA_B)‘

Wn. 4. Grupa izometrii ptaszczyzny euklidesowej jest bitnwolutywna tzn. kazda
izometria jest ztozeniem dwdch inwolucji.

Twierdzenie 12. Dla dowolnej izometrii ¢, punktu A i prostej a zachodzi:
1. 908,007t =8,0,
2. poSaop ! =S,



