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J¦zyk teorii geometrii euklidesowej A.Tarskiego:

Na j¦zyk teorii geometrii euklidesowej A.Tarskiego skªadaj¡ si¦:

1. Zmienne indywidualne A,B,C, ... oznaczaj¡ce punkty,

2. dwa predykaty (symbole relacyjne):

trzymiejscowy "B" i

czteromiejscowy "≡".

Formuª¦ B(ABC) czytamy "B le»y mi¦dzy A i C a formuª¦ AB ≡ CD - (odci-
nek) AB przystaje do (odcinka) CD.

Aksjomatyka geometrii absolutnej bezwymiarowej:

A1 AB ≡ BA

A2 AB ≡ PQ ∧AB ≡ RS → PQ ≡ RS

A3 AB ≡ CC → A = B

A4 ∃X(B(QAX) ∧AX ≡ BC) (aksjomat o odkªadaniu odcinka)

A5 (A 6= B ∧ B(ABC) ∧ B(A′B′C ′) ∧ AB ≡ A′B′ ∧ BC ≡ B′C ′ ∧ AD ≡
A′D′ ∧BD ≡ B′D′)→ CD ≡ C ′D′ (aksjomat o pi¦ciu odcinkach)

A6 B(ABA)→ A = B

A7 B(APC) ∧ B(BQC)→ ∃X(B(PXB) ∧ B(QXA)) (aksjomat Pascha)

Twierdzenie 1 (Pascha). Je»eli prosta zawarta w pªaszczy¹nie trójk¡ta przecina
jeden z jego boków, to przecina te» drugi.

1



Asjomaty wymiaru:

A8 ∃A,B,C(¬B(ABC)∧¬B(BCA)∧¬B(CAB)) (dolny aksjomat wymiaru)

A9 (P 6= Q ∧AP ≡ AQ ∧BP ≡ BQ ∧ CP ≡ CQ)→ (B(ABC) ∨ B(BCA) ∨
B(CAB)) (górny aksjomat wymiaru)

Aksjomat Euklidesa i jego równowa»na forma:

A10 B(ADT ) ∧ B(BDC) ∧A 6= D →

∃X,Y (B(ABX) ∧ B(ACY ) ∧ B(XTY ))

A 10′ B(ABC)∧B(CDE)∧B(EFA)∧AB ≡ BC ∧CD ≡ DE ∧EF ≡ FA)→
FA ≡ BD

Aksjomat ci¡gªo±ci

A11 ∀X ,Y{∃A∀X,Y [X ∈ X ∧ Y ∈ Y → B(AXY )] → ∃B∀X,Y [X ∈ X ∧ Y ∈
Y → B(XBY )]}

Modele teorii Tarskiego (pªaszczyzny euklidesowe) to struktury postaci:
〈P,B,≡〉, gdzie P jest zbiorem punktów, a B i ≡ odpowiednimi relacjami
okre±lonymi w tym zbiorze.

Kartezja«ska pªaszczyzna euklidesowa

Def. 1. Niech F = 〈F,+, ·, 0, 1,≤〉 b¦dzie uporz¡dkowanym ciaªem pitagorej-
skim (tzn. ∀a, b∃c(a2 + b2 = c2)). Kartezja«sk¡ pªaszczyzn¡ euklidesow¡ nad
ciaªem F nazywamy struktur¦ C2(F) = 〈F 2,≡F,BF〉, gdzie relacje ≡F,BF s¡
okre±lone nast¦puj¡co:(x1, x2)(y1, y2) ≡F (u1, u2)(v1, v2)↔

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 = (u1 − v1)2 + (u2 − v2)2

BF((x1, x2)(y1, y2)(z1, z2))↔

∃t(t ∈ F ∧ 0 ≤ t ≤ 1 ∧ (y1 − x1) = t(z1 − x1) ∧ (y2 − x2) = t(z2 − x2)).

Twierdzenie o reprezentacji

Twierdzenie 2. Ka»dy model teorii aksjomatów A1, ..., A10 jest izomor�czny
z kartezja«sk¡ pªaszczyzn¡ euklidesow¡ nad uporz¡dkowanym ciaªem pitagorej-
skim F. Je±li doª¡czymy A11, to F jest ciaªem liczb rzeczywistych R (teoria jest
kategoryczna).
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Oznaczenia i skróty

Def. Col(ABC) :↔ (B(ABC) ∨ B(BCA) ∨ B(CAB))

Def. (A1, A2, ..., An) ≡ (A′1, A
′
2, ..., A

′
n) :↔ ∀ni,j=1(AiAj ≡ A′iA′j)

Def. AFS

(
A B C D
A′ B′ C ′ D′

)
:↔ (B(ABC) ∧ B(A′B′C ′) ∧ AB ≡ A′B′ ∧

BC ≡ B′C ′ ∧ AD ≡ A′D′ ∧BD ≡ B′D′)

A5: A 6= B ∧AFS

(
A B C D
A′ B′ C ′ D′

)
→ CD ≡ C ′D′

Def. FS

(
A B C D
A′ B′ C ′ D′

)
:↔ (Col(ABC) ∧ Col(A′B′C ′) ∧ AB ≡ A′B′ ∧

BC ≡ B′C ′ ∧ AD ≡ A′D′ ∧BD ≡ B′D′)

Twierdzenie 3. A 6= B ∧ FS

(
A B C D
A′ B′ C ′ D′

)
→ CD ≡ C ′D′

Podobie«stwa i izometrie

Def. 2. Podobie«stwem nazywamy dowolny automor�zm struktury 〈P,B,≡〉
czyli bijekcj¦ zbioru punktów P zachowuj¡c¡ relacje B i ≡.

Def. 3. Izometri¡ nazywamy przeksztaªcenie ϕ : P → P, speªniaj¡ce warunek:
ϕ(X)ϕ(Y ) ≡ XY .

Twierdzenie 4. B(ABC) ∧ (ABC) ≡ (A′B′C ′)→ B(A′B′C ′)

Twierdzenie 5. Ka»da izometria jest podobie«stwem.

De�nicje i oznaczenia

1. Prosta przechodz¡ca przez punkty: A 6= B: l(A,B) := {X| Col(ABX)}.

2. Póªprosta o pocz¡tkuA, przechodz¡ca przezB: h(A,B) := {X| B(ABX)∨
B(AXB)}.

3. Symetralna odcinka AB (A 6= B): s(A,B) := {X| AX ≡ BX}.

4. �rodek odcinka: M(A,B) = X ↔ B(AXB) ∧AX ≡ XB.

5. Symetria ±rodkowa: SO(A) = A′ :↔M(A,A′) = O.

Def. Przeksztaªcenie ϕ nazywamy inwolucj¡ gdy ϕ ◦ ϕ = id i ϕ 6= id.

Tw. SO jest inwolucyjn¡ izometri¡.
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De�nicje i oznaczenia cd.

6. Punkty A,C,B tworz¡ k¡t prosty:

R(ACB) :↔ AB ≡ ASC(B).

7. a⊥b :↔

∃A,C,B(R(ACB) ∧ C ∈ a, b ∧A ∈ a ∧B ∈ b ∧ C 6= A,B).

8. Rzut prostok¡tny punktu A na prost¡ l:

Rl(A) = A′ :↔ ∀X ∈ l(R(AA′X)).

9. Symetria osiowa: Sl(A) = A′ :↔M(A,A′) = Rl(A)

Tw. Sl jest inwolucyjn¡ izometri¡.

Tw. Niech A ∈ a, b. Wówczas:

a⊥b↔ SA = Sa ◦ Sb ↔ Sb ◦ Sa = Sa ◦ Sb 6= id.

De�nicje i oznaczenia cd.

10. a ‖ b :↔ a = b ∨ a ∩ b = ∅.

Tw. a ‖ b↔ ∃c(a, b⊥c).

11. Wektor zwi¡zany to uporz¡dkowana para punktów.

Przystawanie wektorów zwi¡zanych: (A,B) ≡ (C,D) :↔ M(A,D) =
M(B,C).

Wektor swobodny
−−→
AB to klasa relacji przystawania o reprezentancie (A,B).

K¡ty

12. K¡t (skierowany) to (uporz¡dkowana) para póªprostych o wspólnym po-
cz¡tku.

Relacja przystawania k¡tów:

^ABC ≡ ^DEF ↔ ∃A′, C ′, D′, F ′(A′ ∈ h(B,A) ∧ C ′ ∈ h(B,C) ∧ D′ ∈
h(E,D) ∧ F ′ ∈ h(E,F ) ∧A′, C ′ 6= B ∧ (A′BC ′) ≡ (D′EF ′)

Klasy abstrakcji relacji przystawania k¡tów, to k¡ty swobodne.

� K¡ty skierowane przystaj¡ gdy istnieje zªo»enie dwóch symetrii osiowych,
które przeprowadza jeden na drugi.

Klasy abstrakcji relacji przystawania k¡tów skierowanych, to k¡ty swo-
bodne skierowane.
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Twierdzenie 6 (O sztywno±ci dla prostej). Je±li izometria zachowuje dwa ró»ne
punkty, to zachowuje równie» wszystkie punkty z nimi wspóªliniowe.

Twierdzenie 7 (O sztywno±ci dla pªaszczyzny). Je±li izometria zachowuje trzy
punkty niewspóªliniowe, to zachowuje wszystkie punkty pªaszczyzny euklidesowej
(jest identyczno±ci¡).

Wn. 1. Izometria zachowuj¡ca dwa ró»ne punkty jest identyczno±ci¡ lub syme-
tri¡ osiow¡

Twierdzenie 8. Je±li ¬Col(ABC) i (ABC) ≡ (A′B′C ′), to istnieje zªo»enie
dwóch lub trzech symetrii osiowych, które przeprowadza A,B,C odpowiednio na
A′, B′, C ′.

Twierdzenie 9 (O doskonaªej jednorodno±ci). Je±li ¬Col(ABC) i (ABC) ≡
(A′B′C ′), to istnieje dokªadnie jedna izometria ϕ, która przeprowadza A,B,C
odpowiednio na A′, B′, C ′.

Wn. 2. Dowolna izometria pªaszczyzny jest zªo»eniem dwóch lub trzech symetrii
osiowych.

Twierdzenie 10. Zªo»enie dwóch symetrii osiowych nie jest symetri¡ osiow¡.

Twierdzenie 11 (O redukcji). Je±li proste a, b, c s¡ wspóªp¦kowe (tzn. s¡ rów-
nolegªe lub maj¡ punkt wspólny), to istnieje wspóªp¦kowa z nimi prosta d, taka
»e Sd = Sc ◦ Sb ◦ Sa.

Def. 4. Zªo»enie dwóch symetrii osiowych nazywamy izometri¡ parzyst¡ a
trzech - izometri¡ nieparzyst¡.

Def. 5. Zªo»enie Sl◦Sk nazywamy translacj¡ gdy l ‖ k, a obrotem gdy l∩k 6= ∅.

Wn. 3. W reprezentacji Sb ◦Sa obrotu lub translacji jedna z prostych mo»e by¢
wybrana jako dowolna prosta odpowiedniego p¦ku.

Uwaga 1. Je±li ϕ = Sb ◦Sa jest translacj¡, A ∈ a,B = Rb(A), to dla dowolnego

X mamy
−−−−−→
Xϕ(X) = 2

−−→
AB =: −→u . Je±li ψ = Sb ◦ Sa jest obrotem i β jest miar¡

k¡ta skierowanego od a do b, to dla dowolnego X 6= O mamy |^XOψ(X)| =
2β =: α. Przyjmujemy oznaczenia ϕ = T−→u i ψ = Rα

O.

Def. 6. Zªo»enie Sb ◦ SA symetrii ±rodkowej z osiow¡ nazywamy symetri¡ z
po±lizgiem.

Twierdzenie 12. Ka»da izometria nieparzysta jest symetri¡ z po±lizgiem. Je±li
A ∈ b, to Sb ◦ SA jest symetri¡ osiow¡.

Uwaga 2. Je±li B := Rb(A), k := l(A,B) i ~u := 2
−−→
AB, to Sb ◦ SA = T~u ◦ Sk =

Sk ◦T~u, gdzie ~u ‖ k. St¡d nazwa symetria z po±lizgiem. Tak okre±lon¡ symetri¦
z po±lizgiem oznaczamy S~uk .

Wn. 4. Grupa izometrii pªaszczyzny euklidesowej jest biinwolutywna tzn. ka»da
izometria jest zªo»eniem dwóch inwolucji.
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Twierdzenie 13. Dla dowolnej izometrii ϕ, punktu A i prostej a zachodzi:

1. ϕ ◦ Sa ◦ ϕ−1 = Sϕ(a),

2. ϕ ◦ SA ◦ ϕ−1 = Sϕ(A).
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