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Transformata Laplace'a

Def. 1. Transformat¡ Laplace'a funkcji f(t) okre±lonej na przedziale [0,∞) na-
zywamy funkcj¦ F (s) zmiennej zespolonej (lub rzeczywistej) okre±lon¡ wzorem:

F (s) =

∫ ∞
0

f(t)e−stdt.

Funkcj¦ F (s) nazywamy obrazem funkcji f(t), a funkcj¦ f(t) oryginaªem funkcji
F (s). Transformat¦ funkcji f(t) oznacza si¦ L{f(t)}.

Uwaga 1. W wi¦kszo±ci literatury F (s) jest funkcj¡ zmiennej zespolonej s. W
ksi¡»ce M. Gewerta i S. Skoczylasa Równania ró»niczkowe zwyczajne. Przykªady

i zadania, s jest zmienn¡ rzeczywist¡.

Przykªad: 1. Wyznaczy¢ transformaty funkcji: f(t) = 1, g(t) = et i h(t) = sin t.

Warunki wystarczaj¡ce istnienia transformaty Laplace'a

Tw. 1. Je»eli funkcja f : [0,∞)→ R speªnia wraunki:

1. na ka»dym przedziale [0, T ], gdzie T > 0 ma sko«czon¡ liczb¦ punktów

nieci¡gªo±ci i s¡ one pierwszego rodzaju;

2. ∨
C∈R

∨
M>0

∧
t≥0

|f(t)| ≤MeCt,

to jej transformata laplace'a L{f(t)} istnieje dla s > C.

Transformaty wa»niejszych funkcji

Tw. 2 (Liniowo±¢ transformaty). 1. L{f(t) + g(t)} = L{f(t)}+ L{g(t)};

2. L{cf(t)} = cL{f(t)}.

Przykªad: 2. Wyznaczy¢ transformaty funkcji: f(t) = 2+3t+t2, g(t) = et+cos t.
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Przykªad: 3. Wyznaczy¢ oryginaªy maj¡ dane transformaty: a) F (s) =
1

s2 + 9
,

b) F (s) =
s+ 4

s2 + 4
, c) F (s) =

1

s(s+ 1)
, d) F (s) =

1

s4
.

Tw. 3 (Zmiana skali). Je»eli funkcja f(t) jest oryginaªem, a F (s) jej transfor-

mat¡ Laplace'a, to dla dowolnej staªej α > 0

L{f(αt)} = 1

α
F
( s
α

)
.

Transformata pochodnej funkcji

Tw. 4. Je»eli F (s) = L{f(t)} i f(t) ma ci¡gª¡ n-t¡ pochodn¡ na przedziale

(0,∞), to

1. L{f ′(t)} = sF (s)− f(0+);

2. L{f ′′(t)} = s2F (s)− sf(0+)− f ′(0+);

3. L{f (n)(t)} = snF (s) − sn−1f(0+) − sn−2f ′(0+) − ... − sf (n−2)(0+) −
f (n−1)(0+),

gdzie f(0+) = lim
t→0+

f(t) i analogicznie dla pochodnych.

Uwaga 2. Je»eli f i jej pochodne s¡ ci¡gªe w t0 = 0 to ich prawostronne granice
s¡ równe warto±ci w punkcie t0 = 0.

Rozwi¡zywanie równa« ró»niczkowych za pomoc¡ transformaty La-

place'a

Przykªad: 4. Rozwi¡za¢ dane zagadnienia pocz¡tkowe równa« i ukªadu równa«
ró»niczkowych liniowych o staªych wspóªczynnikach:

1. y′ − 2y = et, y(0) = 0;

2. y′′ − 6y′ + 5y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 6;

3. y′′ + y = t2 + 2, y(0) = 1, y′(0) = 1;

4.

{
x′ = x+ y
y′ = y

,

{
x(0) = 1
y(0) = 1
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