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Transformata Laplace’a

Def. 1. Transformatq Laplace’a funkcji f(t) okreslonej na przedziale [0, c0) na-
zywamy funkcje F(s) zmiennej zespolonej (lub rzeczywistej) okreslona wzorem:

F(s) :/ f(t)e stdt.
0
Funkcje F'(s) nazywamy obrazem funkcji f(t), a funkcje f(t) oryginatem funkcji
F(s). Transformate funkcji f(t) oznacza sie L{f(t)}.

Uwaga 1. W wiekszosci literatury F(s) jest funkcja zmiennej zespolonej s. W
ksiazce M. Gewerta i S. Skoczylasa Rownania rézniczkowe zwyczajne. Przyktady
1 zadania, s jest zmienng rzeczywista.

Przyktad: 1. Wyznaczy¢ transformaty funkcji: f(t) =1, g(t) = et i h(t) = sint.
Warunki wystarczajace istnienia transformaty Laplace’a
Tw. 1. Jezeli funkcja f : [0,00) = R spetnia wraunksi:

1. na kazdym przedziale [0,T], gdzie T > 0 ma skoticzong liczbe punktow
nieciggtosci i sq one pierwszego rodzaju;

V VAR < e,

CER M>0t>0

to jej transformata laplace’a L{f(t)} istnieje dla s > C.

Transformaty wazniejszych funkcji

Tw. 2 (Liniowosé¢ transformaty). 1. L{f(t) +g(t)} = L{f(t)} + L{g(t)};

2. L{icf(t)} = cL{f(1)}.
Przyktad: 2. Wyznaczy¢ transformaty funkcji: f(t) = 2+3t+t2, g(t) = e*+cost.



1
Przyktad: 3. Wyznaczy¢ oryginaly maja dane transformaty: a) F(s) = Py
s

Tw. 3 (Zmiana skali). Jezeli funkcja f(t) jest oryginatem, a F(s) jej transfor-
matq Laplace’a, to dla dowolnej statej o > 0

1 s
L{f(at)} = EF(E)'
Transformata pochodnej funkcji

Tw. 4. Jezeli F(s) = L{f(t)} i f(t) ma cigglg n-tg pochodng na przedziale
(0,00), to

1. L)} = sF(s) = £(07);
2. L{f" ()} = s°F(s) — sf(07) — £'(0%);

3. LU0} = s"F(s) — s"7H(0F) = s"T2F(0F) — = sfTP(0F) —
Fr=h(0h),

gdzie f(01) = h%l+ f(t) i analogicznie dla pochodnych.
t—

Uwaga 2. Jezeli f i jej pochodne sa ciagte w ty = 0 to ich prawostronne granice
s3 rowne wartosci w punkcie £y = 0.

Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych za pomoca transformaty La-
place’a

Przyktad: 4. Rozwiaza¢ dane zagadnienia poczatkowe réwnar i uktadu réwnan
rézniczkowych liniowych o stalych wspoétczynnikach:

Ly —2y=e, y(0)=0;
2. y" — 6y’ +5y =0, y(0) =2, y'(0)=6;
3.y +y=1t2+2, y(0)=1, y(0)=1;
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