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1. Wyznaczy¢ wszystkie pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du danych funkcji:

(a) f(x, y) = x2y4 + y2
√
x; (b) f(x, y) =

x2

y3
+

y2

x3
; (c) f(x, y) =

1− xy

x+ xy
; (d) f(x, y) = xy − yx;

(e) f(x, y) = esinxy; (f) f(x, y, z) = x2y3 + y2z + xyz2.

2. Wyznaczy¢ pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du danych funkcji:

(a) f(x, y) = x3y + y3x; (b) f(x, y) = x2y +
x2

y3
; (c) f(x, y) = sin(x2 + 2y); (d) f(x, y) = exy.

3. Korzystaj¡c z ró»niczek odpowiednich funkcji wyznaczy¢ warto±ci przybli»one wyra»e«:

(a)
√
(−2, 98)2 + (4, 03)2; (b) (1, 03)5,02; (c) 3

√
(1, 94)2 + (2, 03)2.

4. Wysoko±¢ i promie« podstawy sto»ka zmierzono z dokªadno±ci¡ ±1 mm. Otrzymano h = 60 cm, r = 30 cm.

Z jak¡ dokªadno±ci¡ mo»na wyznaczy¢ jego obj¦to±¢ i pole powierzchni.

5. Wyznaczy¢ gradient funkcji f(x, y) = xy w dowolnym punkcie. Dla punktu (1, 1) wyznaczy¢ pochodne w

kierunku gradientu oraz wersorów [45 ,
3
5 ] i [

√
2
2 ,−

√
2
2 ].

6. Wyznaczy¢ ekstrema podanych funkcji:

(a) f(x, y) = x2 + y3 + 2x− 12y + 14; (b) f(x, y) = (2x+ y2)ex; (c) f(x, y) = 3xy − x3 − y3;

(d) f(x, y) = e−(x
2+y2+2x); (e) f(x, y) =

8

x
+

x

y
+ y; (f) f(x, y) = x2 + y2 − 32 ln(xy).

7. Obliczy¢ caªki: (a)

∫ 1

0
dx

∫ 2

0
2xydy; (b)

∫ 2

0
dx

∫ x

0
4y3dy; (c)

∫ 1

−1
dx

∫ 1

x2

(1+x+2y)dy; (d)

∫ 3

1
dx

∫ 3
x

0
dy;

(e)

∫ 2

1
dr

∫ π
2

0
cosϕdϕ; (f)

∫ π
4

0
dϕ

∫ 4

0
rdr. Zinterpretowa¢ geometrycznie.

8. Obliczy¢ dane caªki po danych obszarach:

(a)

∫∫
D
(y2
√
x)dxdy, gdzie D jest prostok¡tem ABCD, A = (1, 0), B = (4, 0), C = (4, 3), D = (1, 3);

(b)

∫∫
D
(4xy)dxdy, gdzie D jest trójk¡tem ABC, A = (0, 0), B = (2, 2), C = (0, 2);

(c)

∫∫
D
(x2 + y)dxdy, gdzie D jest ograniczony parabolami y = x2 i x = y2;

(d)

∫∫
D

x2

y2
dxdy, D jest ograniczony liniami y = x, x = 2, xy = 1.

9. Wprowadzaj¡c wspóªrz¦dne biegunowe obliczy¢ caªki podwójne:

(a)

∫∫
D
e−(x

2+y2)dxdy gdzie D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 2};

(b)

∫∫
D

dxdy

x2 + y2 − 1
gdzie D = {(x, y) : 9 ≤ x2 + y2 ≤ 25};

(c)

∫∫
D
ydxdy gdzie D = {(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ x}.

10. Znale¹¢ obj¦to±ci bryª ograniczonych powierzchniami:

(a) z = 1 + x+ y, x+ y = 1 i pªaszczyznami ukªadu wspóªrz¦dnych;

(b) y = x2, z = x2 + y2, y = 1, z = 0;

(c) x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = 1 (cz¦±¢ wspóln¡ kuli i walca).


