Wazne calki z niewymiernosciami
dx
1. | ——=Inlz+ V22 +Ek|+C;
/ Va2 +k | |
1
2. /\/:c2 + kdx = i[x\/xQ +k+Eln|r+ Va2 + k|| + C;

= arcsm + C;

e Przypomnienie:

4. [Va? — z2dx = J[zva? — 22 + a? arcsin £] + C.

Przyktady: 1.

dx
L =
/\/372—1—890
2. /\/x2+4x+5daz;

x
3. [ 2.
/m
4. [V2zx — 2?dx.

Calka oznaczona Riemanna

P = {xo,21,...,2,} (gdzie a = 9 < 21 < ... <z, = b) — podzial prze-
dziatu [a,b]; Ax; = x; — x;—1 — dlugosé i-tego odcinka podziatu; - punkty
posrednie (zf € [z, z;-1]); 6(P) = max{Az; : 1 <4 <n} — $rednica podziatu

Definicja 1.
b
dr := A 79
| ran = tim Zf .

o ile granica istnieje i nie zalezy od sposobu podziatu P oraz wyboru punktéw
posrednich x}.

Dodatkowo przyjmuje sie:

[ rwiei=o [ s - [  fla)d



Interpretacja geometryczna, funkcje calkowalne
b
f(x)dx jest rowna polu obszaru zawartego pomiedzy osia Oz i wykresem

a
funkcji y = f(z) na [a,b], z uwzglednieniem znaku w zaleznosci od polozenia
obszaru wzgledem osi Oz.Taki obszar nazywamy trapezem krzywoliniowym.

Definicja 2. Funkcje, dla ktorej istnieje calka Riemanna na [a,b] nazywamy
funkcja catkowalng na [a, b].

Uwaga 1. Nie kazda funkcja ograniczona jest catkowalna, np. funkcja Dirichleta
nie jest calkowalna na zadnym przedziale [a, b].

Twierdzenie 1. Jesli funkcja f jest ograniczona na przedziale [a,b] i ma w tym
przedziale skoriczong ilo$é punktow nieciggtosci I-go rodzaju, to jest catkowalna.
Funkcja gornej granicy calkowania

Definicja 3. Niech f bedzie catkowalna na [a, b]. Funkcje

F(z):= /w F(t)at

okreslona na przedziale [a,b] nazywamy funkcjg gdrnej granicy catkowania.

Twierdzenie 2 (Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego). 1. Funkcja
gornej granicy catkowania jest ciggla.

2. Jezeli f jest ciggta na [a,b], to funkcja gornej granicy catkowania

Flz) = / " fyat
= f(2).

jest rézniczkowalna na [a,b] i F'(z) =

Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego, wzér Newtona-Leibnitza.

Twierdzenie 3 (Newtona-Leibnitza). Jezeli funkcja f jest ciggta na [a,b], to

b
/ f(x)dz = F(b) - F(a),

gdzie F jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f.
™ e 8 1
Przyktady: 2. 1. a)/ sin xdx; b)/ d?x; c)/ rd; d)/ (z—x3)de.
x 1 1 1

2. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspotrzednych, prosta,
x = 3 i wykresem funkcji f(x) =z + 1.

3. Wyznaczy¢ funkcje gornej granicy calkowania dla funkeji f(z) = signzx i
g(x) = |z| na przedziale [—1,1].



Pole trapezu krzywoliniowego
Twierdzenie 4. Jezeli f(x) < g(z) dla = € [a,b], to pole trapezu krzywolinio-

wego ograniczonego liniami y = f(z), y = g(x) i prostymi x = a, x = b jest
rowne:

b
| to6@) = @i
Przyktady: 3. Obliczy¢ pola trapezow krzywoliniowych ograniczonych liniami:
lLLy=z,zy=1,z =2

2. y = sinz, y = cosx pomiedzy dwoma najblizszymi punktami przeciecia
wykresow;

3. y=a2—-2xiy=22—3.



