Def. 1. Funkcjq pierwotng funkcji f na danym przedziale I nazywamy dowolng,
funkcje F, ktora dla x € I spelnia warunek

Fl(z) = f(x).

Przyktad: 1. Funkcja sgnx nie ma funkcji pierwotnej na zadnym przedziale
zawierajacym 0. Funkcje arcsin i — arccos sg funkcjami pierwotnymi funkcji
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Tw. 1. Niech F bedzie funkcjg pierwotng funkcji f na przedziale I. Wowczas:

. Zachodzi jednak: arcsinx = — arccosz + 3.

1. G(z) = F(x)+C jest funkcjg pierwotng funkcji f na I dla dowolnej statej
C eR,

2. Kazdg funkcje pierwotng mozna zapisaé w postaci F(x) + C.
Tw. 2. Kazda funkcja ciggta na przedziale I ma funkcje pierwotng na I.

Uwaga 1. Nie kazda funkcja pierwotna danej funkcji elementarnej jest elemen-
sinz
tarna! Przyktadowo: exz, , V1423, cosa?.
x

Def. 2. Catkq nieoznaczong funkcji f nazywamy zbiér funkcji:
/f(x)dx ={F(z)+C: CeR},

gdzie F jest dowolna funkcja pierwotna. Piszemy krotko: [ f(z)dz = F(z)+C.
Wn. 1. 1. [[ f(z)dz]) = f(z),

2. [ f(x)dz = f(z)+C.
Lista calek funkcji elementarnych

1. [0dz =C,

r

2. [arde =2 +Cdlar# -1,
d

. /—len\x|+0,
xr

4. /azdlea' +Cdla0<a#1,( [etds=e"+C),

na

w

5. [sinaxdx = —cosx+C, [coszdr =sinz+ C,

d d
/ f = —ctgr + C, / 72; =tgx + C,
sin” x cos?x

d
7. / 1_’_71;2 = arctgx + C,

o



8/ du arcsinz + C'

. | ——— = arcsinz ,

V1—1x2

9. [shz =chz +C, [chede =shz+ C,

10. /Sz—fx = —cthx + C, /Cz—fm = thz + C.
Tw. 3. Jezeli f i g majq funkcje pierwotne, to
1 [(f(z) £ g(x))de = [ f(x)dz + [ g(x)dz,
2. [cf(x)dz =c [ f(z)da.
Przyktady: 1. Wyznaczy¢ calki:
1. /(4:103 +22? — Y + 327 )da,

2 —z+1

Jz

3. /cthIdz,
4. /3”5_2”3dx.

Calkowanie przez czesci

2. dx,

Tw. 4 (O calkowaniu przez czesci). Jezeli f i g majag ciggte pochodne, to

/ f(@)d (@)dz = f(z)g(z) - / F(@)g(x)de.

Prayktady: 2. 1. [zsinzdz,
2. [x2e%dz,
3. [Inzdz,

4. [e”sinxdr,



Calkowanie przez podstawienie

Tw. 5 (O calkowaniu przez podstawienie).

[ Ho@ng@s = [ du. e u = g(o)
(O f i g zaktadamy, zZe sq ciggte.)

Wn. 2. Jezeli /f(x)d:z: =Fx)+Cia#0, to

/f(a$+b)dx:%F(ax+b)+C.

FE),
/f(x)dx—l ()] + C.

Przyktady: 3. 1. [32*V1+ 23dz,
. [ 2z cos(x?)dz,

w N

. [ sindzdz,

S

. [(2z —5)"dz,
dx 1 x
5. /m— aarctgg—l—C,
/ 2zdx
a? 4 2’
7. /dim,
2+

1
. / Va2 — 2?dx= §[x a? — 22 4 a” arcsin E] +C.
a

o
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Calkowanie niektorych wyrazen trygonometrycznych
Przydatne wzory trygonometryczne

9 1+4+cos2x . , 1 —cos2z
1. cosc = ——, sin“x = ——-—,
2 2
2. sinax cosbr = 1[sin(a + b)x + sin(a — b)z],
3. sinazsinbz = [cos(a — b)z — cos(a + b)z],

4. cosax cosbx = $[cos(a + b)z + cos(a — b)z].

Przyktady: 4.



1. /Cosxsin5xdx, 5. /cos4:1cdx,
2. /cos?’xd:c,
3. /sin5xdaﬁ,

4. /Sin2 zdzx, 7. /sinxsin 3zdx.

6. / sin 2x cos 4xdzx,

Ulamki proste

A B C
. —-, H:QL(A<O)
(z —a)" (p2® + qu +1)"
Tw. 6 (O rozkladzie funkcji wymiernej na utamki proste). Kazda funkcja
wymierna wtasciwa rozktada sie jednoznacznie na sume utamkow prostych. Jezeli
w mianowniky wystepuje czynnik (x — a)", to w rozktadzie nalezy uwzglednié:

A, A, A,
r—a (rx—a)2 = (x—a)

Jezeli w mianowniku wystepuje czynnik (px® + qr + )", to w rozktadzie nalezy
uwzglednic:

Bix + C4 Box + Cs B,z + C,
2 2 sttt n
pr2+qr+r  (px2+gqr+7) (pr?2 4+ qr+7)

Przyktady: 5. 1. / dz,

2
2. _
/ @13 ™

r—95

3 / dzx
) 2 — 6z + 18
4/ 4r —1
x2+2x+5
5. / 3x+7
+4a:+3
6. /;C +x—|—1
xd + 2



