Roéwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu drugiego, to:
roéwnanie
” /
y' = F(z,y,y)

lub ogdlniej
F(z,y,y',y") =0,

w ktorym wystepuje zmienna niezalezna x jej funkcja y(x) i pochodne tej funkeji
y',y”. Calka ogélng rownania rzedu drugiego jest dwuparametrowa rodzina
rozwigzan

y =y(z,C1,Co).
Zagadnienie poczatkowe ma postac:

b))

Yy =F(z,y,y), y(xo) =y, ¥ (x0)=u1.

Roéwnania drugiego rzedu sprowadzalne do réwnan pierwszego rzedu

Roéwnanie postaci
y' = F(z,y)
sprowadzamy do réwnania rzedu pierwszego

' = F(x,u)

za pomocy podstawienia
u(z) =y'(z).

Przyktad: 1. 1. Znalez¢ catke ogdlng réwnania y” (1 + 22) = 1.
2. Rozwiaza¢ zagadnienie poczatkowe: x3y”+2%y’ =0, y(1) =1, /(1) = 1.

Roéwnania rézniczkowe liniowe drugiego rzedu o stalych wspélczynni-

kach:

y' +py' + qy = h(z), (1)

gdzie p,q € R. Dla h(z) = 0 czyli wyrazu wolnego tozsamosciowo réwnego 0
otrzymujemy rownanie:
y'+py +aqy=0, (2)

ktore nazywamy réwnaniem jednorodnym. Jezeli funkcje y; (), y2(z) spelniaja
réownanie (2), to ich dowolna kombinacja liniowa

y(x) = Cry1(z) + Coya ()

rowniez spelnia (2).



Definicja 1. Pare funkcji y;(x),y2(z) okreslonych na przedziale (a,b) nazy-
wamy uktadem fundamentalnym rownania (2), gdy spelniaja to rownanie i dla
kazdego x € (a,b) zachodzi:

det { Zigg yZ@”) } # 0.

Przyktad: 2. Funkcje y; = €%, y» = e~ 2 tworza na R uklad fundamentalny
réwnania y” + 3y — 2y = 0, a funkcje y; = €?*, yy = re?® tworza na R uklad
fundamentalny réwnania 3" — 43" + 4y = 0.

<

Twierdzenie 1. Jezeli funkcje y1(z),y2(x) tworzq uktad fundamentalny réw-
nania jednorodnego (2), to kazde rozwigzanie tego réwnania jest postaci

y(@) = Cryi(z) + Cay2 (),
gdzie state C1,Cy sq wyznaczone jednoznacznie.

Definicja 2. Rownaniem charakterystycznym jednorodnego réwnania réznicz-
kowego liniowego o statych wspolczynnikach (2) nazywamy rownanie

r+pr+qg=0
zZmiennej 7.

Twierdzenie 2 (Uktady fundamentalne i rozwiazania jednorodnych réwnan
liniowych). Uktad fundamentalny réwnania (2) tworzq funkcje:

1. y1 = €%, yo = €™, gdy r1,72 Sq TOZNYMI TZECZYyWIstymi pierwiastkami
rownania charakterystycznego,

2. y1 = €%, yo = xe’®, gdy r jest rzeczywistym pierwiastkiem podwdjnym
rownania charakterystycznego,

3. y1 = Re(e*®) = e cosbx, yo = Im(e**) = e*®sinbx, gdy z = a + bi,
Z = a — bt sq zespolonymi pierwiastkami rownania charakterystycznego.

Przyktad: 3. Wyznaczy¢ uklady fundamentalne i podaé rozwigzania ogdlne row-
nan:

1. y" — 5y’ + 6y = 0;
2.y +6y +9y=0;
3. y" —4y +5y=0.
Znalez¢ rozwiazania podanych zagadnienn poczatkowych:
1.y —4y +3y=0 y(0)=7, ' (0)=16;
2. 44"+ 4y +y=0, y(0)=1, y'(0)=0;
3. y" =2y +5y=0, y(0)=-5 ¢ (0)=3.



Przyktlad:

Obwdd elektryczny zawiera polaczone szeregowo kondensator o pojemnosci
C, opornik o oporze R i cewke o indukcyjnosci L. Wyznaczy¢ funkcje natezenia
i(t) w zaleznosci od czasu. ug + ur + uc = O,ur = Riur = L%,uc = %
Dostajemy réwnanie: o

di
L X
dt+ R+C 0

i po zrézniczkowaniu
d?i di 1
L—+R—+—=i=0.
a2 gt

Roéwnanie charakterystyczne ma postac:

1 4L
L+ Rr+—; A=R>—- —.
ol c

Postaé rozwigzania rownania liniowego niejednorodnego

Twierdzenie 3. Jesli ¢(
rodnego (1) i (31 (x), ya(z)
réwnania jednorodnego (2
postaci

) jest dowolnym rozwigzaniem réwnania niejedno-
jest uktadem fundamentalnym odpowiadajgcego mu
to kazde rozwigzanie réwnania jednorodnego jest

)
);
y(x) = Cryi(z) + Caya(z) + (),

gdzie state C1,Cs € R sq wyznaczone jednoznacznie.

Twierdzenie 4 (O dodawaniu rozwigzan). Jezeli funkcje ¢1(x), p2(x) sq¢ od-
powiednio rozwigzaniami rownari:

Y + oy +qy = hi(x), Y +py + qy = ha(x),

to funkcja @1(x) + w2(x) jest rozwigzaniem réwnania
v+ oy +ay = hi(z) + ha().

Metody przewidywania
Jesli prawa strona réwnania liniowego niejednorodnego (1) jest postaci

gdzie W (x) jest wielomianem, to rozwigzanie przewidujemy w postaci:

1. p(x) = V(x)e*®, gdy a nie jest pierwiastkiem réwnania charakterystycz-
nego,

2. p(z) = 2V (x)e*®, gdy a jest pojedynczym pierwiastkiem réownania cha-
rakterystycznego,



3. o(z) = 22V (2)e™, gdy a jest podwojnym pierwiastkiem réwnania cha-
rakterystycznego,

gdzie V(z) jest wielomianem tego samego stopnia co W(x). Jeéli prawa strona
réwnania liniowego niejednorodnego (1) jest postaci

h(xz) = mcosbx + nsin bz,

to rozwiazanie przewidujemy w postaci:

1. ¢(x) = Mcosbr + Nsinbz, gdy bi nie jest pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego,

2. p(z) = (M cosbx + N sinbz), gdy bi jest pierwiastkiem wielomianu cha-
rakterystycznego.

Przyktad: 4. Metoda przewidywania wyznaczy¢ rozwigzania ogélne réwnan:
1.y —y =—-2x+2,
2.y — 4y + 3y = €37,

¥y’ +v9y — 2y =cosx + 2sinz,

y" + 4y = cos 2.

ouok W

Y’ — vy — 2y =4z — 2e”.

Uklady réwnan rézniczkowych liniowych o stalych wspolczynnikach

Definicja 3. Uktadem rownan rézniczkowych liniowych o statych wspétczynni-
kach nazywamy uktad postaci:

Y = auyi + a12Y2 + ... + @1nyn + ha(t)

Yy = a21y1 + ays + ... + a2nyn + ha(t)
. . : b
S :

Yo = Ap1Y1 + anp2Y2 + ... + ApplYn + b (t)

gdzie y1,y2, ..., Yn sa niewiadomymi funkcjami zmiennej ¢. Jesli funkcje wszyst-
kie funkcje hi(t), hao(t), ..., hy(t) sa tozsamosciowo rowne 0, to uklad nazywamy
jednorodnym.

Uwaga 1. Analogicznie okreslamy uktad réwnan rézniczkowych liniowych biorac
zamiast statych wspolczynnikow a,; funkcje a;;(t) zmiennej ¢.



Postaé¢ wektorowa ukladu réwnan liniowych z warunkiem poczatko-
wym

Y =Ag+h(t); §t) =3
dzie
: Y1 y:1 hi(t) ]
o I B T R
tn , halt) |
a1 aiz ... Q1n y‘f
e Q91 Q22 ... Qop . yg
an1l an2 QApn yg 1

Metoda eliminacji sprowadzania ukladu dwéch réownan liniowych jed-
norodnych do réwnania liniowego rzedu 2
Jezeli b # 0, to uktad

= ar+by

y = cr+dy
mozna sprowadzi¢ do réwnania:

2" — (a+d)x’ + (ad — be)x = 0.

rozniczkujac pierwsze z réwnan i rugujac y. Majac funkcje z(t), wyznaczamy
y(t) = 3(2'(t) = ax(t)).

Prayktad: 5. Rozwigzac ukltad réwnan rézniczkowych liniowych v/ = A, przy

HEC

danych miacierzach A i warunkach poczatkowych 7(0) = yj: a) A =
2 1 1] .. [1]

Definicja 4. Pare
aio=[ 20 | aw=[ 20|

wektorow funkcyjnych okreslonych na przedziale (a,b) nazywamy uktadem fun-
damentalnym uktadu réwnan y_; = Ay, gdy dla kazdego t € (a,b) zachodzi:

x1(t)  wa(t)
det[ yi(t) yi(t) ] #0.

Twierdzenie 5. Jezeli wektory ¢ (t), ya(t) tworzg uktad fundamentalny ukladu
rownar ;J’ = Ay, to kazde rozwigzanie tego réwnania jest postaci

§(t) = C1y1(t) + Ca9a(t).



