
Równania ró»niczkowe zwyczajne rz¦du drugiego, to:

równanie
y” = F (x, y, y′)

lub ogólniej
F (x, y, y′, y”) = 0,

w którym wyst¦puje zmienna niezale»na x jej funkcja y(x) i pochodne tej funkcji
y′, y”. Caªk¡ ogóln¡ równania rz¦du drugiego jest dwuparametrowa rodzina
rozwi¡za«

y = y(x,C1, C2).

Zagadnienie pocz¡tkowe ma posta¢:

y” = F (x, y, y′), y(x0) = y0, y′(x0) = y1.

Równania drugiego rz¦du sprowadzalne do równa« pierwszego rz¦du

Równanie postaci
y” = F (x, y′)

sprowadzamy do równania rz¦du pierwszego

u′ = F (x, u)

za pomoc¡ podstawienia
u(x) = y′(x).

Przykªad: 1. 1. Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania y”(1 + x2) = 1.

2. Rozwi¡za¢ zagadnienie pocz¡tkowe: x3y”+x2y′ = 0, y(1) = 1, y′(1) = 1.

Równania ró»niczkowe liniowe drugiego rz¦du o staªych wspóªczynni-

kach:

y′′ + py′ + qy = h(x), (1)

gdzie p, q ∈ R. Dla h(x) ≡ 0 czyli wyrazu wolnego to»samo±ciowo równego 0
otrzymujemy równanie:

y′′ + py′ + qy = 0, (2)

które nazywamy równaniem jednorodnym. Je»eli funkcje y1(x), y2(x) speªniaj¡
równanie (2), to ich dowolna kombinacja liniowa

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x)

równie» speªnia (2).
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De�nicja 1. Par¦ funkcji y1(x), y2(x) okre±lonych na przedziale (a, b) nazy-
wamy ukªadem fundamentalnym równania (2), gdy speªniaj¡ to równanie i dla
ka»dego x ∈ (a, b) zachodzi:

det

[
y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

]
6= 0.

Przykªad: 2. Funkcje y1 = ex, y2 = e−2x tworz¡ na R ukªad fundamentalny
równania y′′ + y′ − 2y = 0, a funkcje y1 = e2x, y2 = xe2x tworz¡ na R ukªad
fundamentalny równania y′′ − 4y′ + 4y = 0.

Twierdzenie 1. Je»eli funkcje y1(x), y2(x) tworz¡ ukªad fundamentalny rów-
nania jednorodnego (2), to ka»de rozwi¡zanie tego równania jest postaci

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x),

gdzie staªe C1, C2 s¡ wyznaczone jednoznacznie.

De�nicja 2. Równaniem charakterystycznym jednorodnego równania ró»nicz-
kowego liniowego o staªych wspóªczynnikach (2) nazywamy równanie

r2 + pr + q = 0

zmiennej r.

Twierdzenie 2 (Ukªady fundamentalne i rozwi¡zania jednorodnych równa«
liniowych). Ukªad fundamentalny równania (2) tworz¡ funkcje:

1. y1 = er1x, y2 = er2x, gdy r1, r2 s¡ ró»nymi rzeczywistymi pierwiastkami
równania charakterystycznego,

2. y1 = erx, y2 = xerx, gdy r jest rzeczywistym pierwiastkiem podwójnym
równania charakterystycznego,

3. y1 = Re(ezx) = eax cos bx, y2 = Im(ezx) = eax sin bx, gdy z = a + bi,
z = a− bi s¡ zespolonymi pierwiastkami równania charakterystycznego.

Przykªad: 3. Wyznaczy¢ ukªady fundamentalne i poda¢ rozwi¡zania ogólne rów-
na«:

1. y′′ − 5y′ + 6y = 0;

2. y′′ + 6y′ + 9y = 0;

3. y′′ − 4y′ + 5y = 0.

Znale¹¢ rozwi¡zania podanych zagadnie« pocz¡tkowych:

1. y′′ − 4y′ + 3y = 0′ y(0) = 7, y′(0) = 16;

2. 4y′′ + 4y′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0;

3. y′′ − 2y′ + 5y = 0, y(0) = −5, y′(0) = 3.
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Przykªad:

Obwód elektryczny zawiera poª¡czone szeregowo kondensator o pojemno±ci
C, opornik o oporze R i cewk¦ o indukcyjno±ci L. Wyznaczy¢ funkcj¦ nat¦»enia
i(t) w zale»no±ci od czasu. uR + uL + uC = 0,uR = Ri,uL = L di

dt ,uC = Q
C .

Dostajemy równanie:

L
di

dt
+ iR +

Q

C
= 0

i po zró»niczkowaniu

L
d2i

dt2
+ R

di

dt
+

1

C
i = 0.

Równanie charakterystyczne ma posta¢:

Lr2 + Rr +
1

C
; ∆ = R2 − 4L

C
.

Posta¢ rozwi¡zania równania liniowego niejednorodnego

Twierdzenie 3. Je±li ϕ(x) jest dowolnym rozwi¡zaniem równania niejedno-
rodnego (1) i (y1(x), y2(x)) jest ukªadem fundamentalnym odpowiadaj¡cego mu
równania jednorodnego (2), to ka»de rozwi¡zanie równania jednorodnego jest
postaci

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + ϕ(x),

gdzie staªe C1, C2 ∈ R s¡ wyznaczone jednoznacznie.

Twierdzenie 4 (O dodawaniu rozwi¡za«). Je»eli funkcje ϕ1(x), ϕ2(x) s¡ od-
powiednio rozwi¡zaniami równa«:

y′′ + py′ + qy = h1(x), y′′ + py′ + qy = h2(x),

to funkcja ϕ1(x) + ϕ2(x) jest rozwi¡zaniem równania

y′′ + py′ + qy = h1(x) + h2(x).

Metody przewidywania

Je±li prawa strona równania liniowego niejednorodnego (1) jest postaci

h(x) = W (x)eax,

gdzie W (x) jest wielomianem, to rozwi¡zanie przewidujemy w postaci:

1. ϕ(x) = V (x)eax, gdy a nie jest pierwiastkiem równania charakterystycz-
nego,

2. ϕ(x) = xV (x)eax, gdy a jest pojedynczym pierwiastkiem równania cha-
rakterystycznego,

3



3. ϕ(x) = x2V (x)eax, gdy a jest podwójnym pierwiastkiem równania cha-
rakterystycznego,

gdzie V (x) jest wielomianem tego samego stopnia co W (x). Je±li prawa strona
równania liniowego niejednorodnego (1) jest postaci

h(x) = m cos bx + n sin bx,

to rozwi¡zanie przewidujemy w postaci:

1. ϕ(x) = M cos bx + N sin bx, gdy bi nie jest pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego,

2. ϕ(x) = x(M cos bx + N sin bx), gdy bi jest pierwiastkiem wielomianu cha-
rakterystycznego.

Przykªad: 4. Metod¡ przewidywania wyznaczy¢ rozwi¡zania ogólne równa«:

1. y′′ − y′ = −2x + 2,

2. y′′ − 4y′ + 3y = e3x,

3. y′′ + y′ − 2y = cosx + 2 sinx,

4. y′′ + 4y = cos 2x.

5. y′′ − y′ − 2y = 4x− 2ex.

Ukªady równa« ró»niczkowych liniowych o staªych wspóªczynnikach

De�nicja 3. Ukªadem równa« ró»niczkowych liniowych o staªych wspóªczynni-
kach nazywamy ukªad postaci:

y′1 = a11y1 + a12y2 + ... + a1nyn + h1(t)
y′2 = a21y1 + a22y2 + ... + a2nyn + h2(t)
...

...
...

y′n = an1y1 + an2y2 + ... + annyn + hn(t)

,

gdzie y1, y2, ..., yn s¡ niewiadomymi funkcjami zmiennej t. Je±li funkcje wszyst-
kie funkcje h1(t), h2(t), ..., hn(t) s¡ to»samo±ciowo równe 0, to ukªad nazywamy
jednorodnym.

Uwaga 1. Analogicznie okre±lamy ukªad równa« ró»niczkowych liniowych bior¡c
zamiast staªych wspóªczynników aij funkcje aij(t) zmiennej t.
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Posta¢ wektorowa ukªadu równa« liniowych z warunkiem pocz¡tko-

wym

~y′ = A~y + ~h(t); ~y(t) = ~y0

gdzie

~y =


y1
y2
...
yn

 , ~y′ =


y′1
y′2
...
y′n

 , ~h(t) =


h1(t)
h2(t)
...

hn(t)

 ,

A :=


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 ... ann

 ; ~y0 =


y01
y02
...
y0n

 .

Metoda eliminacji sprowadzania ukªadu dwóch równa« liniowych jed-

norodnych do równania liniowego rz¦du 2

Je»eli b 6= 0, to ukªad {
x′ = ax + by
y′ = cx + dy

mo»na sprowadzi¢ do równania:

x′′ − (a + d)x′ + (ad− bc)x = 0.

ró»niczkuj¡c pierwsze z równa« i ruguj¡c y. Maj¡c funkcj¦ x(t), wyznaczamy
y(t) = 1

b (x′(t)− ax(t)).

Przykªad: 5. Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych liniowych ~y′ = A~y, przy

danych miacierzachA i warunkach pocz¡tkowych ~y(0) = ~y0 : a) A =

[
2 1
1 2

]
, ~y(0) =[

2
0

]
; b) A =

[
1 1
0 1

]
, ~y(0) =

[
1
1

]
;

De�nicja 4. Par¦

~y1(t) =

[
x1(t)
y1(t)

]
, ~y2(t) =

[
x2(t)
y2(t)

]
wektorów funkcyjnych okre±lonych na przedziale (a, b) nazywamy ukªadem fun-

damentalnym ukªadu równa« ~y′ = A~y, gdy dla ka»dego t ∈ (a, b) zachodzi:

det

[
x1(t) x2(t)
y1(t) y2(t)

]
6= 0.

Twierdzenie 5. Je»eli wektory ~y1(t), ~y2(t) tworz¡ ukªad fundamentalny ukªadu

równa« ~y′ = A~y, to ka»de rozwi¡zanie tego równania jest postaci

~y(t) = C1~y1(t) + C2~y2(t).
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