Przyktlad:

Obwod elektryczny zawiera kondensator o pojemnosci C' 7 tadunkiem Q(t)
oraz opornik o oporze R. W chwili ¢t = 0, gdy obwdd zostaje zamkniety, wartosé
tadunku w kondensatorze wynosi @)y i stad natezenie pradu w obwodzie jest

réwne 19 = %' Wyznaczy¢ funkcje natezenia i(t) w zaleznosci od czasu.
: : , iy Q)
e Zgodnie z drugim prawem Kirchhoffa: Ri(t) = ol
- Lo p dqQ
e 7 definicji natezenia: i(t) = —Q'(t) = -

Stad dostajemy rownanie: i'(t) = _%,

e Spelnia je kazda funkcja i(t) = Ae™EC gdzie A jest dowolna stala.

o Po uwglednieniu tadunku poczatkowego dostajemy i(t) = r22e '/ FC.

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego, to:
rOéwnanie

y' = F(z,y)
lub ogdlniej
F(z,y,y) =0,

w ktorym wystepuje zmienna (x) jej funkcja (y(x)) i pochodna tej funkcji
y'(x). Zmienng czesto oznacza sie t (zwlaszcza, gdy jest nia czas), niekiedy
pochodna oznacza sie ¢(t) zamiast y'(t). Rozwigzaniem (catkq szczegdlng) row-
nania nazywamy kazda funkcje, ktéra spetnia réwnanie dla wszystkich wartosci
zmiennej z pewnego przedziatu. Catkg ogdlng nazywamy (jednoparametrowa)
rodzine rozwiagzan y = y(z,C). Krzywa catkowa to wykres dowolnego rozwia-
zania. Warunki poczgtkowe yo = y(xo) pozwalaja wybrac¢ calke szczegolna z
rozwigzania ogblnego. Roéwnanie wraz z warunkiem poczatkowym nazywa sie
zagadnieniem poczgtkowym.

Roéwnania o zmiennych rozdzielonych:

Py = a(z) (1)
Twierdzenie 1. Jezeli p(y) jest funkcjq ciggla w otoczeniu (c,d) punktu y =
Yo, przy czym p(yo) # 0, a q(x) jest funkcjg cigglty w otoczeniu (a,b) punktu
x = xg, to przez kazdy punkt prostokgta (a,b) x (¢, d) przechodzi doktadnie jedna
krzywa catkowa réwnania (1) okreslona rownaniem y = f(x), czyli zagadnienie
poczgtkowe

p(y)y' = a(z), y(zo) =0

ma doktadnie jedno rozwigzanie. Rozwigzanie to jest dane w postaci vwiktanej

rownaniem /p(y)dy _ /q(gy)dw.



Przyktady: 1. Znalezé calki ogblne danych réwnan rézniczkowych o zmiennych
rozdzielonych oraz calki szczegélne spelniajace dane warunki poczatkowe:

1

= m; y(1) = m;

1. ¢
2. y' = ay dla dowolnej statej a, y(0) = 5;

3yt =-20 )= B,

~ RC’ ~ RC’
Y
Ly == yl)=2
—x
5 y/ = 71 y(3) =4
dy
6 t2a—y, (1)267

Roéwnania rézniczkowe liniowe jednorodne (RRLJ):

Y +p(x)y =0 (2)

jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych, ktore zawsze spelnia funkcja y(x) =
0. Dla y # 0 mozna je zapisa¢:

Y p(a)

ydr PAT)-
Catka ogolna rownania (2) ma postac:

y=Ce P

gdzie P(x) jest dowolng funkcja pierwotng funkeji p(x).
20 —1

Przyktady: 2. a) y — y=0; b)xy +y =0 przy warunku y(2) = 1.

22
Roéwnania rézniczkowe liniowe niejednorodne (RRLN):

Y + p(x)y = q(x) (3)

Metoda uzmienniania stalej:

1. Znajdujemy catke ogolng y = Ce~"(*) (RRLJ) powstalego z (RRLN) po
zastapieniu funkeji ¢(z) stata 0.



2. Calka ogolna (RRLN) ma postaé
y=C(z)e "™ (4)
(zamiast stalej C bierzemy funkcje C(z)).

3. Rownanie na funkcje C(x) otrzymujemy po wstawieniu do (3) funkcji (4)
i jej pochodnej.

4. 7 ksztaltu rownania wynika, ze C'(x) ulega skroceniu i w réwnaniu pozo-
staje tylko C'(z)!

5. Ostatecznie otrzymujemy calke ogolna postaci: y = (C(z) + C;)e T,

Przyktad: 1. Rozwigza¢ metoda uzmienniania stalej
1. ¢ +2xy = xefﬁ;
2. zy — 2y = a3 cosx;

Twierdzenie 2. Jezeli funkcje p(x), q(x) sq ciggle w otoczeniu (a,b) punktu
xg, to zagadnienie poczgtkowe

Y +p(x)y =q(x), y(xo) =wo

ma doktadnie jedno rozwigzanie, czyli przez kazdy punkt pasa (a,b) X R prze-
chodzi doktadnie jedna krzywa catkowa réwnania.

Przyktad: 2. Rozwiazac zagadnienie poczatkowe: y' = 2y +e* —x, y(0) =

=

Roéwnanie rézniczkowe zupelne
Rownaniem rézniczkowym zupetnym nazywamy réwnanie postaci

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0,

gdzie funkcje P(z,y), Q(x,y) maja ciagte pochodne czastkowe rzedu pierwszego
w pewnym obszarze jednospéjnym D oraz

e

9y Oz’
Z ostaniego warunku wynika, ze wyrazenie P(x,y)dz + Q(x,y)dy jest rozniczka
zupelna pewnej funkcji dwoch zmiennych F(z,y) i rozwiazanie przyjmuje po-
stac:

F(a,y)=C.

(Obszar jednospéjny, to obszar ,bez dziur” - jesli zawiera brzeg jakiego$ zbioru
ograniczonego, to zawiera caly ten zbidr.)



Metoda wyznaczenia funkcji F(x,y)

1. Wyznaczamy / P(z,y)dx, ktora jest dana z doktadnoscia do pewnej funk-
cji ¢(y),

r
2. funkcje p(y) wyznaczamy z warunku aa— = Q(z,vy).
Y

Uwaga 1. Mozna réwniez zaczaé od /Q(a:, y)dy, ktora jest dana z doktadnoscia

OF
do pewnej funkeji ¢(z) i wyznaczyé ¢ (z) z warunku P P(z,y).
x

Przyktady: 3. Rozwiaza¢ réwnania:

1. (322y? + 6zy)dz + (223y + 322 + 3y?)dy = 0;
2. (322 +y?)dx + 2y(x — 1)dy = 0;

d
3. 2cos(2zx +y) — sin(z + 2y) + (cos(2z + y) — 2sin(z + 2y))——= = 0.

@y
dx



