
Def. 1. Funkcje, których dziedzinami s¡ podzbiory pªaszczyzny R2 lub prze-
strzeni R3 a przeciwdziedzin¡ R nazywamy odpowiednio funkcjami dwóch lub
trzech zmiennych. Warto±ci tych funkcji oznaczamy odpowiednio f(x, y) i f(x, y, z).

Przykªad: 1. Wyznaczy¢ dziedzin¦ naturaln¡ funkcji f(x, y) =
√
r2 − x2 − y2.

Def. 2. Wykresem funkcji f dwóch zmiennych nazywamy zbiór:

(x, y, z) ∈ R3 : z = f(x, y).

Przykªad: 2. 1. Pªaszczyzna z = Ax+By + C.

2. Paraboloida obrotowa z = x2 + y2.

3. Paraboloida hiperboliczna z = x2 − y2.

4. Walec paraboliczny z = y2.

Def. 3 (Granica wªa±ciwa ci¡gu punktów). Mówimy, »e ci¡g (Pn) punktów
pªaszczyzny (przestrzeni) jest zbie»ny do granicy P , gdy∧

ε>0

∨
n0∈N

∧
n>n0

|PnP | < ε.

Def. 4 (Granica wªa±ciwa funkcji wedªug Heinego). Mówimy, »e funkcja dwóch
zmiennych f okre±lona w s¡siedztwie punktu P0 = (x0, y0) zbiega do granicy
g ∈ R, co zapisujemy

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = g

gdy dla dowolnego zbie»nego do (x0, y0) ci¡gu ((xn, yn)) punktów s¡siedztwa
punktu (x0, y0), ci¡g warto±ci (f(xn, yn)) zbiega do g.

Def. 5. Funkcja f jest ci¡gªa w (x0, y0), gdy lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

Def. 6. Pochodne cz¡stkowe funkcji f dwóch zmiennych w punkcie (x0, y0)
okre±lamy wzorami

�

∂f

∂x
(x0, y0) := lim

∆x→0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x

�

∂f

∂y
(x0, y0) := lim

∆y→0

f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

∆x

Je»eli f ma pochodne cz¡stkowe w ka»dym punkcie zbioru otwartego D ⊂ R2, to

funkcje
∂f

∂x
(x, y) i

∂f

∂y
(x, y) nazywamy pochodnymi cz¡stkowymi funkcji funkcji

f w zbiorze D. Stosujemy równie» oznaczenia fx, fy.

Przykªad: 3. Wyznaczy¢ pochodne cz¡stkowe danych funkcji dwóch i trzech
zmiennych: a) f(x, y) = x2 + y2, b) f(x, y) = y2, c) f(x, y) =

√
r2 − x2 − y2,

d) f(x, y) = xy, e) f(x, y, z) = y −
√
x2 + z3.

1



Def. 7. Je»eli f ma pochodne cz¡stkowe w otoczeniu punktu (x0, y0), to po-
chodne drugiego rz¦du w tym punkcie okre±lamy wzorami:

�

∂2f

∂x2
(x0, y0) := (

∂

∂x
(
∂f

∂x
))(x0, y0),

�

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) := (

∂

∂x
(
∂f

∂y
))(x0, y0),

�

∂2f

∂y∂x
(x0, y0) := (

∂

∂y
(
∂f

∂x
))(x0, y0),

�

∂2f

∂y2
(x0, y0) := (

∂

∂y
(
∂f

∂y
))(x0, y0).

Analogicznie jak dla pochodnych pierwszego rz¦du okre±lamy funkcje pochod-
nych drugiego rz¦du w zbiorze otwartymD ⊂ R2. Stosujemy równie» oznaczenia
fxx, fxy, fyx i fyy.

Przykªad: 4. Wyznaczy¢ wszystkie pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du funkcji:

1. f(x, y) = x3 + x2y − y4,

2. f(x, y) = x ln y + y lnx,

3. f(x, y) = cos(x+ 2y)

Przykªad: 5. Wyznaczy¢ pochodne drugiego rz¦du fxz i fzx oraz pochodn¡
trzeciego rz¦du fyxz funkcji trzech zmiennych f(x, y, z) = cos(x+ 2y + 3z).

Tw. 1 (Schwarza o pochodnych mieszanych). Je»eli pochodne cz¡stkowe
∂2f

∂x∂y

i
∂2f

∂y∂x
s¡ ci¡gªe w punkcie (x0, y0), to s¡ równe.

Def. 8. Mówimy, »e funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie (x0, y0), gdy

lim
(h,k)→(0,0)

f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0)− ∂f
∂x (x0, y0)h− ∂f

∂y (x0, y0)k
√
h2 + k2

= 0.

Def. 9. Ró»niczk¡ w punkcie (x0, y0) funkcji f , posiadaj¡cej pochodne cz¡st-
kowe w tym punkcie, nazywamy nast¦puj¡c¡ funkcj¦ df(x0, y0) zmiennych ∆x,
∆y:

df(x0, y0)(∆x,∆y) :=
∂f

∂x
(x0, y0)∆x+

∂f

∂y
(x0, y0)∆y.

Wn. 1. Je±li f jest ró»niczkowalna w punkcie (x0, y0), to

∆f := f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0) ≈ df(x0, y0)(∆x,∆y)

przy czym ∆f − df zbiega do 0 szybciej ni»
√

(∆x)2 + (∆y)2.
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Przykªad: 6. Napisa¢ ró»niczki podanych funkcji we wskazanych punktach:

1. f(x, y) = 3
√
x2 + y2 w (x0, y0) = (−2, 2),

2. f(x, y) = xy, w (x0, y0) = (1, 3).

3. Zastosowa¢ do wyznaczenia warto±ci przybli»onych wyra»e«: 3
√

(−1, 98)2 + (2, 03)2

i (1, 04)3,01.

Def. 10. Pochodn¡ funkcji f w punkcie (x0, y0) w kierunku wektora jednost-
kowego (czyli wersora) −→v = [v1, v2] okre±lamy wzorem:

∂f

∂−→v
:= lim

t→0

f(x0 + tv1, y0 + tv2)− f(x0, y0)

t
.

Def. 11. Gradientem funkcji f w punkcie (x0, y0) nazywamy wektor:

∇f(x0, y0) = gradf(x0, y0) :=

[
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

]
.

Tw. 2. Je±li f ma w (x0, y0) ci¡gªe pochodne cz¡stkowe, to
∂f

∂−→v
= ∇f(x0, y0) ◦

−→v =
∂f

∂x
(x0, y0)v1 +

∂f

∂y
(x0, y0)v2.

Wn.1 Pochodne cz¡stkowe s¡ pochodnymi w kierunku wersorów [1, 0] i [0, 1].

Wn.2 Gradient jest kierunkiem najszybszej zmiany warto±ci funkcji i jest pro-
stopadªy do poziomic wykresu funkcji.

Przykªad: 7. Wyznaczy¢ gradient funkcji f(x, y) = x2 +y2 w dowolnym punkcie
oraz poziomic¦ odpowiadaj¡c¡ tej warto±ci funkcji. Dla punktu (3, 4) wyznaczy¢

dodatkowo pochodne w kierunku gradientu oraz wersorów [− 4
5 ,

3
5 ] i [

√
2

2 ,
√

2
2 ].

Tw. 3 (Warunek wystarczaj¡cy ekstremum funkcji dwóch zmiennych). Niech
f ma ci¡gªe pochodne cz¡stkowe rz¦du 2 w otoczeniu punktu (x0, y0) oraz niech

1.
∂f

∂x
(x0, y0) = 0,

∂f

∂y
(x0, y0) = 0,

2. det

[
∂2f
∂x2 (x0, y0) ∂2f

∂x∂y (x0, y0)
∂2f
∂y∂x (x0, y0) ∂2f

∂y2 (x0, y0)

]
> 0.

Wówczas f ma w (x0, y0) ekstremum lokalne wªa±ciwe i jest to minimum, gdy
∂2f

∂x2
(x0, y0) > 0 a maksimum, gdy

∂2f

∂x2
(x0, y0) < 0. Je±li wyznacznik z (2) < 0,

to f nie ma ekstremum w (x0, y0).

Przykªad: 8. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x, y) = x3+3xy2−51x−24y.
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Wyznaczanie warto±ci najwi¦kszej i najmniejszej funkcji w obszarze

domkni¦tym

1. Wyznaczamy ekstrema lokalne wewn¡trz obszaru.

2. Wyznaczamy ekstrema warunkowe na brzegu obszaru skªadaj¡c funkcj¦
dwóch zmiennych z funkcj¡ okre±laj¡c¡ brzeg.

W tym celu brzeg nale»y podzieli¢ na cz¦±ci, które mo»na opisa¢ równa-
niem y = p(x) lub x = q(y).

3. Porównujemy warto±ci w punktach ekstremalnych i wybieramy najwi¦ksz¡
i najmniejsz¡ z nich.

Przykªad: 9. Wyznaczy¢ warto±¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ funkcji f(x, y) =
x2 + y2 + xy − 3x− 3y w kwadracie [0, 3]× [0, 3].

Caªki podwójne

F (x, y) � funkcja ograniczona dwóch zmiennych okre±lona na prostok¡cie
R = [a, b]× [c, d]; P � podziaª prostok¡ta R na n prostok¡tów Ri o rozª¡cznych
wn¦trzach; ∆xi, ∆yi dªugo±ci boków i-tego prostok¡ta podziaªu; (x∗i , y

∗
i ) ∈ Ri

� punkty po±rednie; δ(P) = max{
√

(∆xi)2 + (∆yi)2 : 1 ≤ i ≤ n} � ±rednica
podziaªu

Def. 12. Caªk¡ podwójn¡ z funkcji F po prostok¡cie R nazywamy:∫∫
R

F (x, y)dxdy := lim
δ(P)→0

n∑
i=1

F (x∗i , y
∗
i )∆xi∆yi,

o ile granica istnieje i nie zale»y od sposobu podziaªu P oraz wyboru punktów
po±rednich (x∗i , y

∗
i ).

Caªka podwójna po dowolnym obszarze D ⊂ R2∫∫
D

F (x, y)dxdy :=

∫∫
R

F ∗(x, y)dxdy

gdzie R jest dowolnym prostok¡tem zawieraj¡cym D i

F ∗(x, y) =

{
F (x, y) dla (x, y) ∈ D

0 dla (x, y) ∈ R \D

o ile caªka po prawej stronie istnieje.

� Podstawowa interpretacja geometryczna:

obj¦to±¢ bryªy zawartej pomi¦dzy obszarem D pªaszczyzny Oxy i po-
wierzchni¡ wykresu funkcji F (x, y) (z uwzgl¦dnieniem znaku).
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Obszary normalne

Def. 13. Obszar D1 (D2) nazywamy odpowiednio normalnym:

(a) wzgl¦dem Ox gdy istniej¡ funkcje ci¡gªe f, g, takie »e f(x) < g(x) dla
x ∈ [a, b] i

D1 = {(x, y) : x ∈ [a, b] i f(x) ≤ y ≤ g(x)},

(b) wzgl¦dem Oy gdy istniej¡ funkcje ci¡gªe p, q, takie »e p(y) < q(y) dla
y ∈ [c, d] i

D2 = {(x, y) : y ∈ [c, d] i p(y) ≤ x ≤ q(y)}.

Caªki iterowane

Tw. 4. Je»eli F jest caªkowalna po obszarze normalnym D1 (D2), to∫∫
D1

F (x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ g(x)

f(x)

F (x, y)dy :=

∫ b

a

(

∫ g(x)

f(x)

F (x, y)dy)dx,

∫∫
D2

F (x, y)dxdy =

∫ d

c

dy

∫ q(y)

p(y)

F (x, y)dx :=

∫ d

c

(

∫ q(y)

p(y)

F (x, y)dx)dy.

W szczególno±ci je±li D = [a, b]× [c, d] (jest prostok¡tem), to:∫∫
D

F (x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ d

c

F (x, y)dy =

∫ d

c

dy

∫ b

a

F (x, y)dx.

Przykªady: 1. 1. Obliczy¢: ∫∫
D

cos(x+ y)dxdy

gdzie D = [0, π4 ]× [0, π4 ].

2. Obliczy¢: ∫∫
D

2xy2dxdy

gdzie D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1− y2}.

3. Obliczy¢ obj¦to±¢ bryªy ograniczonej pªaszczyznami: x = 0, y = 0, z = 0,
x+ y = 1 i paraboloid¡ z = 1− x2 − y2.
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Zamiana zmiennych w caªce podwójnej

Def. 14. Przeksztaªceniem obszaru pªaskiego ∆ na pªaszczy¹nie Ouv w obszar
pªaski D na pªaszczy¹nie Oxy nazywamy funkcj¦ T : ∆→ D okre±lon¡ wzorem:

(x, y) = T (u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v)).

Przeksztaªcenie T nazywamy ci¡gªym, gdy funkcje ϕ,ψ s¡ ci¡gªe.

Przykªad: 10. 1. Narysowa¢ obraz D prostok¡ta ∆ = [0, 1] × [2, 4] w prze-
ksztaªceniu T : x = u+ v; y = u− v.

2. D jest obszarem ograniczonym dwiema hiperbolami xy = 1, xy = 2 oraz
dwiema prostymi y = x i y = 2x. Znale¹¢ pewien prostok¡t ∆ i prze-
ksztaªcenie T : ∆→ D.

Def. 15. Jakobianem przeksztaªcenia T w punkcie (u, v) nazywamy:

JT (u, v) =
D(ϕ,ψ)

D(u, v)
:= det

[
∂ϕ
∂u (u, v) ∂ϕ

∂v (u, v)
∂ψ
∂u (u, v) ∂ψ

∂v (u, v)

]
.

Uwaga 1. Warto±¢ bezwzgl¦dna jakobianu w punkcie (u, v) jest równa granicy
stosunku pól obrazu T (O((u, v), r)) otoczenia punktu (u, v) i tego otoczenia
O((u, v), r). Zatem je±li T : ∆ → D jest przeksztaªceniem wzajemnie jedno-
znacznym, to pole obszaru D

PD =

∫∫
D

dxdy =

∫∫
∆

JT (u, v)dudv.

Przykªad: 11. Wyznaczy¢ jakobiany przeksztaªce« z poprzedniego przykªadu i
pola obszarów D.

Tw. 5 (O zamianie zmiennych w caªce podwójnej). Je»eli

1. przeksztaªcenie T wzajemnie jednoznacznie wn¦trze obszaru ∆ na wn¦trze
obszaru D,

2. funkcje ϕ, ψ maj¡ ci¡gªe pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du w pewnym
zbiorze otwartym zawieraj¡cym ∆,

3. funkcja F jet ci¡gªa na obszarze D,

4. jakobian JT jest ró»ny od zera wewn¡trz obszaru ∆, to∫∫
D

F (x, y)dxdy =

∫∫
∆

F (ϕ(u, v), ψ(u, v))|JT (u, v)|dudv.

Przykªad: 12. Wyznaczy¢

∫∫
D

xydxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym

krzywymi xy = 1, xy = 2, y = x2, y = 3x2.

6



Podstawienie biegunowe

Def. 16. � Par¦ (r, ϕ) gdzie r jest moduªem i ϕ argumentem liczby zespo-
lonej z = x + yi nazywamy wspóªrz¦dnymi biegunowymi punktu o wspóª-
rz¦dnych kartezja«skich (x, y).

� Przeksztaªcenie okre±lone wzorem:

(r, ϕ)→ (r cosϕ, r sinϕ)

nazywamy przeksztaªceniem biegunowym.

Wn. 2. Je»eli przeksztaªcenie biegunowe przeprowadza wzajemnie jednoznacz-
nie obszar regularny ∆ na obszar D, to∫∫

D

F (x, y)dxdy =

∫∫
∆

rF (r cosϕ, r sinϕ)drdϕ.

Przykªady:

1. ∫∫
D

3(x+ y)dxdy

gdzie D = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1}.

2. ∫∫
D

(x2 + y2)dxdy

gdzie D = {(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}.

3. Korzystaj¡c z caªki podwójnej i podstawienia biegunowego wykaza¢, »e:∫ ∞
−∞

e
−x2

2 dx =
√

2π.
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