
Def. 1. Szeregiem nazywamy wyra»enie

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + ...,

liczb¦ an nazywamy n-tym wyrazem szeregu, a sum¦

Sn :=

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + a3 + ...+ an

n-t¡ sum¡ cz¦±ciow¡. Mówimy, »e szereg jest

� zbie»ny gdy ci¡g (Sn) jego sum cz¦±ciowych jest zbie»ny do granicy wªa-
±ciwej,

� rozbie»ny do ±∞ gdy limSn = ±∞,

� rozbie»ny gdy (Sn) nie ma granicy (ani wªa±ciwej ani niewªa±ciwej).

Je±li szereg jet zbie»ny, to granic¦ ci¡gu sum cz¦±ciowych nazywamy jego

sum¡ i oznaczamy

∞∑
n=1

an (tak samo jak szereg!).

Przykªad: 1 (Suma szeregu geometrycznego). Je±li |q| < 1, to

∞∑
n=0

a1q
n =

a1
1− q

.

Przykªad: 2. Wyznaczy¢ sumy cz¦±ciowe danych szeregów i zbada¢ ich zbie»no±¢:

a)

∞∑
n=1

2n+1 + 3n

5n
, b)

∞∑
n=1

ln
n

n+ 1
, c)

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
, d)

∞∑
n=1

(−1)n+1.

Tw. 1. Je»eli szeregi

∞∑
n=1

an i

∞∑
n=1

bn s¡ zbie»ne, to

1.

∞∑
n=1

(an + bn) =

∞∑
n=1

an +

∞∑
n=1

bn; 2.

∞∑
n=1

can = c

∞∑
n=1

an.

Uwaga 1. Je»eli szereg

∞∑
n=1

an jest zbie»ny, to lim an = 0.

Tw. 2 (Kryterium caªkowe zbie»no±ci szeregów). Niech funkcja fn b¦dzie nie-

ujemna i nierosn¡ca na przedziale [n0,∞). Wówczas szereg

∞∑
n=n0

f(n) i caªka∫ ∞
n0

f(x)dx s¡ jednocze±nie zbie»ne albo rozbie»ne do +∞.
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Wn. 1 (Kryterium zbie»no±ci szeregów harmonicznych rz¦du p). Szereg

∞∑
n=1

1

np

jest zbie»ny dla p > 1 a rozbie»ny dla p ≤ 1.

Przykªad: 3. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregów: a)

∞∑
n=1

n−
5
3 , b)

∞∑
n=1

1

2n+ 3
, c)

∞∑
n=2

1

n lnn
,

d)

∞∑
n=1

n

en2 .

Tw. 3 (Kryterium porównawcze zbie»no±ci szeregów). Niech 0 ≤ an ≤ bn dla

n ≥ n0. Wówczas:

1. Je»eli

∞∑
n=1

bn jest zbie»ny, to szereg

∞∑
n=1

an jest zbie»ny.

2. Je»eli

∞∑
n=1

an jest rozbie»ny do +∞, to szereg

∞∑
n=1

bn jest rozbie»ny do +∞.

Przykªad: 4. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:

1.

∞∑
n=1

√
n

n+ 1
,

2.

∞∑
n=1

n sin
1

n3
,

3.

∞∑
n=1

lnn

n2
.

Tw. 4 (Kryterium Leibniza). Je»eli lim an = 0 i ci¡g an jest nierosn¡cy od

pewnego n0 ∈ N, to szereg naprzemienny

∞∑
n=1

(−1)n+1an jest zbie»ny.

Def. 2. Mówimy, »e szereg

∞∑
n=1

an jest zbie»ny bezwzgl¦dnie, gdy zbie»ny jest

szereg

∞∑
n=1

|an|. Szereg, który jest zbie»ny ale nie jest zbie»ny bezwzgl¦dnie,

nazywamy zbie»nym warunkowo.

Tw. 5. Je»eli szereg jest zbie»ny bezwzgl¦dnie, to jest zbie»ny.

Przykªad: 5. Zbada¢ zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ i warunkow¡ szeregów: a)

∞∑
n=1

(−1)n 1
n
, b)

∞∑
n=1

(−1)n 1

n2
.
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Def. 3. Mówimy, ci¡g funkcji fn funkcji okre±lonych na zbiorze X zbiega
punktowo na zbiorze Y ⊂ X do funkcji f gdy∧

x∈Y
lim fn(x) = f(x)

natomiast zbiega jednostajnie, gdy∧
ε>0

∨
n0∈N

∧
n>n0

∧
x∈Y

|fn(x)− f(x)| < ε.

Maksymalny zbiór Y ⊂ X, na którym ci¡g funkcyjny (fn) jest zbie»ny punktowo
nazywamy obszarem zbie»no±ci tego ci¡gu. (Zbie»no±¢ punktow¡ oznacza si¦
fn → f a jednostajn¡ fn ⇒ f .)

Przykªad: 6. Wyznaczy¢ obszar zbie»no±ci ci¡gu funkcji fn(x) = xn. Sprawdzi¢
czy ci¡g ten jest zbie»ny jednostajnie w swoim obszarze zbie»no±ci.

Def. 4. Szeregiem funkcyjnym na zbiorze X nazywamy wyra»enie

∞∑
n=1

fn(x),

gdzie (fn) jest ci¡giem funkcyjnym naX. Funkcj¦ fn nazywamy n-tym wyrazem

szeregu, a sum¦ Sn(x) :=

n∑
k=1

fk(x) n-t¡ sum¡ cz¦±ciow¡. Mówimy, »e szereg jest

zbie»ny (jednostajnie) na zbiorze Y ⊂ X, gdy zbie»ny (jednostajnie) jest jego
ci¡g sum cz¦±ciowych. Zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ szeregów funkcyjnych de�niujemy
analogicznie jak dla szeregów liczbowych.

Przykªad: 7. Wyznaczy¢ obszar zbie»no±ci szeregu funkcyjnego:

∞∑
n=1

e−nx.

Tw. 6 (Kryterium Weierstrassa jednostajnej zbie»no±ci szeregu funkcyjnego).

Je»eli |fn(x)| ≤ an dla n > n0 i x ∈ X oraz szereg liczbowy

∞∑
n=1

an jest zbie»ny,

to szereg funkcyjny

∞∑
n=1

fn(x) jest zbie»ny bezwzgl¦dnie i jednostajnie na zbiorze

X.

Przykªad: 8. Uzasadni¢ zbie»no±¢ jednostajn¡ i bezwzgl¦dn¡ danych szeregów

na danych zbiorach: a)

∞∑
n=1

sinnx

n2
na R, b)

∞∑
n=1

e−nx na [1,∞).

Def. 5. Szeregiem pot¦gowym o ±rodku x0 i wspóªczynnikach cn nazywamy
szereg

∞∑
n=1

cn(x− x0)n.
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Def. 6. Promieniem zbie»no±ci szeregu pot¦gowego

∞∑
n=1

cn(x−x0)n nazywamy

liczb¦

R :=
1

lim n
√
|cn|

.

Wprzypadku, gdy lim n
√
|cn| =∞ przyjmujemyR = 0 a w przypadku lim n

√
|cn| =

0 przyjmujemy R =∞.

Promie« zbie»no±ci oblicza si¦ zwykle ze wzorów R = 1

lim n
√
|cn|

lub R =∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣ o ile te granice istniej¡.

Tw. 7 (Cauchy'ego-Hadamarda). Niech R b¦dzie promieniem zbie»no±ci szeregu

pot¦gowego

∞∑
n=1

cn(x− x0)n (0 < R <∞). Wówczas szereg ten jest

1. zbie»ny bezwzgl¦dnie w przedziale (x0 −R, x0 +R);

2. zbie»ny jednostajnie w ka»dym przedziale [x0− r, x0 + r], gdzie 0 < r < R;

3. rozbie»ny w ka»dym punkcie zbioru (−∞, x0 −R) ∪ (x0 + r,+∞).

Uwaga 2. Twierdzenie nie rozstrzyga zbie»no±ci szeregu w punktach x0 − R i
x0 +R. Przedziaª zbie»no±ci szeregu mo»e by¢ zarówno otwarty, domkni¦ty jak
i domkni¦to-otwarty. Dla R = 0 szereg jest zbie»ny tylko w punkcie x0 a dla
R =∞ dla wszystkich x ∈ R.

Przykªad: 9. Wyznaczy¢ przedziaªy zbie»no±ci danych szeregów: a)

∞∑
n=1

xn

n
, b)

∞∑
n=1

(x− 5)n

n3
, c)

∞∑
n=1

(2x− 4)n

3n
, d)

∞∑
n=1

xn

(2n)!
.

Tw. 8 (O rozwijaniu funkcji w szereg Taylora). Je»eli w pewnym otoczeniu O
punktu x0 funkcja f ma pochodne dowolnego rz¦du i s¡ one wspólnie ograniczone,

to dla x ∈ O

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Przykªad: 10. Funkcja f(x) =

{
e−

1
x2 dla x 6= 0
0 dla x = 0

ma w x0 = 0 pochodn¡

dowolnego rz¦du równ¡ 0 i oczywi±cie nie jest równa sumie swego szeregu Mac-
laurina w »adnym otoczeniu tego punktu.

Szeregi Maclaurina niektórych funkcji elementarnych

�

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + x3 + ... dla x ∈ (−1, 1)

4



� ex =

∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ ... dla x ∈ R

� sinx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x(2n+1) = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ ... dla x ∈ R

� cosx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ ... dla x ∈ R

� shx =

∞∑
n=0

x(2n+1)

(2n+ 1)!
= x+

x3

3!
+
x5

5!
+
x7

7!
+ ... dla x ∈ R

� chx =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
= 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+
x6

6!
+ ... dla x ∈ R

Przykªad: 11. Napisa¢ szeregi Maclaurina funkcji:

1.
1

1 + x
,

2.
1

1 + x2
,

3. e2x,

4. chx2.

Szeregi Fouriera

Def. 7. Szeregiem Fouriera funkcji f caªkowalnej na przedziale [−π, π] nazy-
wamy szereg trygonometryczny:

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

gdzie

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx dla n = 0, 1, 2, ...

oraz

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx dla n = 1, 2, ... .

Uwaga 3. Dla funkcji parzystej znikaj¡ wspóªczynniki bn a dla nieparzystej
znikaj¡ wspóªczynniki an jej szeregu Fouriera.

Przykªad: 12. Wyznaczy¢ szeregi Fouriera funkcji sgnx oraz |x| na przedziale
(−π, π).
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1. sgnx =
4

π

∞∑
n=1

1

2n− 1
sin(2n− 1)x

2. |x| = π

2
− 4

π

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
cos(2n− 1)x

Przykªad: 13. Korzystaj¡c z wyprowadzonych wzorów obliczy¢ sumy szeregów:

1.

∞∑
n=1

(−1)n+1

2n− 1
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ ...

2.

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
= 1 +

1

32
+

1

52
+

1

72
+ ...

Tw. 9 (Kryterium Dirichleta). Je»eli funkcja f na przedziale [−π, π] speªnia
warunki:

1. przedziaª [−π, π] da si¦ podzieli¢ na sko«czon¡ ilo±¢ takich przedziaªów, »e

f jest monotoniczna w ka»dym z nich,

2. w ka»dym punkcie przedziaªu (−π, π) warto±¢ funkcji jest równa ±redniej

arytmetycznej granic jednostronnych w tym punkcie,

3. f(−π) = f(π) =
1

2
( lim
x→−π+

f(x) + lim
x→π−

f(x)),

to f jest sum¡ swego szeregu Fouriera.
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