Def. 1. Szeregiem nazywamy wyrazenie
Zan =a; t+az+asz+ ...,
n=1
liczbe a, nazywamy n-tym wyrazem szeregu, a sume
Sn ::Zak =a1+as+az+..+a,
k=1
n-tg sumy czesciowy. MoOwimy, ze szereg jest

o 2biezny gdy ciag (S,) jego sum czeSciowych jest zbiezny do granicy wia-
Sciwej,

e rozbiezny do +oo gdy lim S,, = +oo,

e rozbiezny gdy (S,) nie ma granicy (ani wlasciwej ani niewltasciwej).

Jesli szereg jet zbiezny, to granice ciaggu sum cze$ciowych nazywamy jego
o0

suma i oznaczamy Z ay, (tak samo jak szereg!).
n=1

Przyktad: 1 (Suma szeregu geometrycznego). Jesli |¢] < 1, to

(oo}
E arq" =
n=0

Przyklad 2. Wyznaczyé sumy czqéciowe danych szeregow i zbadac ich zbieznosé:

1—q

n+1 [ee)
n=1 n=1 n:l

oo o0
Tw. 1. Jezeli szeregi Z G 1 Z b, saq zbiezne, to

n=1 n=1

o0 o0 o0 (o) (o)
1. Z(an—kbn):Zan—i—an; 2. ann:cZan.
n=1 n=1 n=1 n=1

o0
Uwaga 1. Jezeli szereg Z a, jest zbiezny, to lima, = 0.

n=1
Tw. 2 (Kryterium catkowe zbieznosci szeregow). Niech funkcja f, bedzie nie-
(oo}

ujemna i nierosngca na przedziale [ng, 00). Wowczas szereg Z f(n) i catka

n=ngo

/ f(x)dx sq jednoczesnie zbiezne albo rozbiezne do +oo.



o0
Wn. 1 (Kryterium zbieznosci szeregéw harmonicznych rzedu p). Szereg Z -
n

n=1

jest zbiezny dla p > 1 a rozbiezny dla p < 1.

Przyktad: 3. Zbadaé zbieznosé szeregow: a) Zl n*%, b) Zl i3 c) ZQ i’
- . n= n= n=

d) Z n2"
n=1 €

Tw. 3 (Kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregow). Niech 0 < a,, < b, dla
n > ng. Wowczas:

oo oo
1. Jezeli Z b, jest zbieiny, to szereg Z a, jest zbieziny.

n=1 n=1

o0 o0
2. Jezeli Z an, jest rozbiezny do +oo, to szereg Z by, jest rozbieiny do +oo.

n=1 n=1

Przyktad: 4. Zbadaé¢ zbieznosé szeregow:

Tw. 4 (Kryterium Leibniza). Jezeli lima,, = 0 ¢ cigg a,, jest nierosngcy od
o0
pewnego ng € N, to szereg naprzemienny z:(—l)"+1

n=1

an, jest zbiezny.

(oo}
Def. 2. Moéwimy, ze szereg Zan jest zbiezny bezwzglednie, gdy zbiezny jest

n=1
oo
szere, an|. Szereg, ktory jest zbiezny ale nie jest zbiezny bezwzglednie
2 2, vy y J y gle ;

n=1
nazywamy zbieznym warunkowo.

Tw. 5. Jezeli szereg jest zbiezny bezwzglednie, to jest zbiezny.

Przyktad: 5. Zbadac zbieznosé bezwzgledna i warunkowa szeregow: a) Z(fl)”

n=1

S|

, b)



Def. 3. Moéwimy, ciag funkcji f,, funkcji okreslonych na zbiorze X zbiega
punktowo na zbiorze Y C X do funkcji f gdy

A lim fo(2) = f(z)
z€Y
natomiast zbiega jednostajnie, gdy
AV AN 1@ - @) <e

e>0noeNn>ng zeyY

Maksymalny zbiér Y C X, na ktorym ciag funkcyjny (f,,) jest zbiezny punktowo
nazywamy obszarem zbieznosci tego ciagu. (Zbiezno$é¢ punktowa oznacza sie
fn — f ajednostajna f, = f.)

Przyktad: 6. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci ciagu funkcji f,,(z) = ™. Sprawdzi¢
czy ciag ten jest zbiezny jednostajnie w swoim obszarze zbieznosci.

Def. 4. Szeregiem funkcyjnym na zbiorze X nazywamy wyrazenie

> falx),

gdzie (f,,) jest ciagiem funkcyjnym na X. Funkcje f,, nazywamy n-tym wyrazem
n
szeregu, a sume S, () := Z fr(z) n-ta sumy czesciowa. Mowimy, ze szereg jest
k=1

zbiezny (jednostajnie) na zbiorze Y C X, gdy zbiezny (jednostajnie) jest jego
ciag sum czesciowych. Zbiezno$é bezwzgledng szeregdéw funkcyjnych definiujemy
analogicznie jak dla szeregoéw liczbowych.

oo
Przyktad: 7. Wyznaczy¢ obszar zbieznosci szeregu funkcyjnego: Z e "7,
n=1
Tw. 6 (Kryterium Weierstrassa jednostajnej zbieznosci szeregu funkcyjnego).
o0
Jezeli | fr(x)] < ayn dlan >ng i x € X oraz szereg liczbowy Z a, jest zbiezny,

n=1
(o]
to szereg funkcyjny Z fn(x) jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie na zbiorze

n=1

X.
Przyktad: 8. Uzasadni¢ zbieznosé jednostajna i bezwzgledna danych szeregéw

na danych zbiorach: a) Z 3 ha R, b) Z e ™ na [1, 00).

n=1 n=1

sinnx

Def. 5. Szeregiem potegowym o §rodku zg i wspotczynnikach ¢, nazywamy

szereg
oo

en(x — o)™

n=1



o0
Def. 6. Promieniem zbieznosci szeregu potegowego Z cn(x — 20)" nazywamy

n=1

liczbe

1
© Im /e
W przypadku, gdy lim {/|c,| = oo przyjmujemy R = 0 a w przypadku lim ¥/|c,,| =
0 przyjmujemy R = oo.
- s . . P _ 1 _
Promient zbieznosci oblicza sie zwykle ze wzorow R = T /o] lub R =

o ile te granice istnieja.

C+

Tw. 7 (Cauchy’ego-Hadamarda). Niech R bedzie promieniem zbieznosci szeregu

potegowego Z en(z —20)" (0 < R < 0). Wowczas szereg ten jest

n=1
1. zbieiny bezwzglednie w przedziale (xg — R,x0 + R);
2. zbiezny jednostajnie w kazdym przedziale [xg —r,xo + 7], gdzie 0 <1 < R;
3. rozbiezny w kazdym punkcie zbioru (—oo,xg — R) U (z¢ + 7, +00).

Uwaga 2. Twierdzenie nie rozstrzyga zbieznosci szeregu w punktach zog — R i
xo + R. Przedzial zbieznosci szeregu moze byé zaréwno otwarty, domkniety jak
i domknieto-otwarty. Dla R = 0 szereg jest zbiezny tylko w punkcie zy a dla
R = oo dla wszystkich = € R.

oo
Przyktad: 9. Wyznaczy¢ przedzialy zbiezno$ci danych szeregow: a) Z x—
n

n=1

X L5 Sy

Tw. 8 (O rozwijaniu funkcji w szereg Taylora). Jezeli w pewnym otoczeniu O
punktu xo funkcja f ma pochodne dowolnego rzedu i sqg one wspdlnie ograniczone,
to dlax € O

0 £(n) (4
f@)=7) fT(!O)(x — )"

1

22 dla x©#0

0 dla =0
dowolnego rzedu réwna 0 i oczywiscie nie jest réwna sumie swego szeregu Mac-
laurina w zadnym otoczeniu tego punktu.

Przyktad: 10. Funkcja f(z) = { € ma w zg = 0 pochodng

Szeregi Maclaurina niektorych funkcji elementarnych

1
1—

=Zx"=1+x+x2+x3+...dlaxe(—l,l)
T
n=0
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Przyktad: 11. Napisaé¢ szeregi Maclaurina funkcji:
1

1+’
1

1422’

1.

3. €%,

4. chz?.

Szeregi Fouriera

Def. 7. Szeregiem Fouriera funkcji f catkowalnej na przedziale [—m, 7] nazy-
wamy szereg trygonometryczny:

(o)
% + Z(an cosnx + by, sinnx),

n=1
gdzie

1 ™
ap = — f(@)cosnzdr dla n=0,1,2,...

™ —Tr

oraz Lo
b, = — f(@)sinnzdzx dla n=1,2,....

71— —T

Uwaga 3. Dla funkcji parzystej znikaja wspotczynniki b, a dla nieparzystej
znikaja wspotczynniki a,, jej szeregu Fouriera.
Przyktad: 12. Wyznaczyé szeregi Fouriera funkcji sgnx oraz |z| na przedziale

(=m, ).



4 1
1. sgnx = = Zl — sin(2n — 1)z

T 4 1
2. |z| = 5 - mcos@n—l)x

5 SN U
’ (2n—1)2 = 32 52 72 7

Tw. 9 (Kryterium Dirichleta). Jezeli funkcja f na przedziale [—m, 7] spetnia
warunki:

1. przedzial [—m, 7] da sie podzielié na skoriczong ilosé takich przedziatow, ze
f jest monotoniczna w kazdym z nich,

2. w kazdym punkcie przedziatu (—m,m) warto$é funkcji jest rowna Sredniej
arytmetycznej granic jednostronnych w tym punkcie,
1, . .
5. f(=m) = f(r) = 3( lm f(x) + lim f(x),
Tr—T

2 z5—m

to f jest sumaq swego szeregu Fouriera.



