
Twierdzenie 1. Niech funkcje f, g b¦d¡ caªkowalne na [a.b]. Wówczas:

1.

∫ b

a

(f(x)± g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx±
∫ b

a

g(x)dx,

2.

∫ b

a

cf(x)dx = c

∫ b

a

f(x)dx,

3.

∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx dla dowolnego c ∈ [a, b],

4. Je»eli f(x) ≤ g(x) dla ka»dego x ∈ [a, b], to

∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx.

Przykªady: 1. 1.

∫ 2

0

|1− x2|dx, 2. Wykaza¢, »e

∫ 1

0

e−x
2

dx >
e− 1

e

Podstawienie w caªce oznaczonej

Twierdzenie 2. Je»eli:

1. ϕ : [α, β]→ [a, b] ma ci¡gª¡ pochodn¡ na [α, β],

2. ϕ(α) = a, ϕ(β) = b,

3. funkcja f jest ci¡gªa na [a, b], to∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

Przykªady: 2. 1.

∫ 2

0

√
4− x2dx

2.

∫ 1

0

x
√

1 + xdx

De�nicja 1. Warto±ci¡ ±redni¡ funkcji f caªkowalnej na przedziale [a, b] nazy-
wamy liczb¦

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

Twierdzenie 3 (Caªkowe o warto±ci ±redniej). Je»eli f jest ci¡gªa na [a, b], to
istnieje c ∈ [a, b], taka »e ∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(c).

1



Przykªad: 1. �adunek elektryczny E dziaªa siª¡ f.(x) = c eEx2 na ªadunek e znaj-
duj¡cy si¦ w odlegªo±ci x. Skutkiem tego dziaªania jest jest przesuni¦cie ªadunku
e po linii prostej przechodz¡cej przez punkt o ªadunku E z odlegªo±ci a do b
(b > a). Obliczy¢ wykonan¡ prac¦ przy tym przesuni¦ciu i ±redni¡ warto±¢ siªy
na odcinku [a, b].

� Je»eli f ma ci¡gª¡ pochodn¡ na [a, b], to dªugo±¢ ªuku krzywej Γ = {(x, f(x)) : x ∈
[a, b]} wyra»a si¦ wzorem:

|Γ| =
∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2dx.

Przykªad: f(x) =
√

1− x2 dla x ∈ [0, 12 ].

� Obj¦to±¢ bryªy powstaªej w wyniku obrotu dokoªa Ox obszaru ograniczo-
nego osi¡ Ox i wykresem funkcji f caªkowalnej na [a, b]:

V = π

∫ b

a

f2(x)dx.

Przykªad: f(x) = sinx, x ∈ [0, π].

� Pole powierzchni powstaªej w wyniku obrotu dokoªa Ox wykresu funkcji
f (o ci¡gªej pochodnej) dla x ∈ [a, b]:

|Σ| = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + [f ′(x)]2dx.

Przykªad: f(x) = x3, x ∈ [0, 1].

Caªki niewªa±ciwe

De�nicja 2. Dla f okre±lonej na [a,∞] lub [−∞, b] caªk¦ okre±lamy wzorem:∫ ∞
a

f(x)dx := lim
t→∞

∫ t

a

f(x)dx

lub odpowiednio ∫ b

−∞
f(x)dx := lim

s→−∞

∫ b

s

f(x)dx.

Ponadto ∫ ∞
−∞

f(x)dx :=

∫ b

−∞
f(x)dx+

∫ ∞
b

f(x)dx.

Przykªady: 3. 1.

∫ ∞
2

dx

x2
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2.

∫ ∞
4

dx√
x

3.

∫ ∞
−∞

dx

4 + x2

Wn. 1.

∫ ∞
a

dx

xp
jest zbie»na gdy p > 1 i rozbie»na gdy p ≤ 1.

De�nicja 3. Dla f ci¡gªej i nieograniczonej na [a, b) lub (a, b] caªk¦ okre±lamy
wzorem: ∫ b

a

f(x)dx := lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx

lub odpowiednio ∫ b

a

f(x)dx := lim
s→a+

∫ b

s

f(x)dx.

Wn. 2.

∫ b

o

dx

xp
jest zbie»na gdy p < 1 i rozbie»na gdy p ≥ 1.

Przykªad: 2.
∫ e
0

lnxdx.
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