Twierdzenie 1. Niech funkcje f,g bedg catkowalne na [a.b]. Wowczas:

b

. '(F(a)  gla)da = / ) = | sty
2 /ab cf(m)d:c:c/abf(x)dx,
3. /ab f(z)dx = /ac f(z)dx + /Cb f(z)dz dla dowolnego c € [a,b],

b b
4. Jezeli f(x) < g(x) dla kazdego x € [a, ], to/ f(z)dx §/ g(x)dx.
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Przyktady: 1. 1. / |l — 2%|dz, 2. Wykazad, Ze/ e de >
0 0

Podstawienie w calce oznaczonej
Twierdzenie 2. Jezeli:
1. ¢ : [, f] = [a,b] ma ciggltq pochodng na [a, (],

2. (p(Oé) =a, (p(ﬁ) =b,

3. funkcja f jest ciggta na [a,b], to

b B
/ f(@)de = / Fe(t)g (Bt

2
Przyktady: 2. 1. / V4 — x2dx
0

1
2. / v 1+ xdx
0

Definicja 1. Wartoscia $rednia funkcji f catkowalnej na przedziale [a, b] nazy-

wamy liczbe
b
bia/a f(x)dx.

Twierdzenie 3 (Calkowe o wartosci sredniej). Jezeli f jest ciggta na [a,b], to
istnieje ¢ € [a,b], taka zZe

/ f(@)dz = (b= a)(c).



Przyktad: 1. Ladunek elektryczny E dziala sily f(z) = ci—g na tadunek e znaj-

dujacy sie w odlegtosci x. Skutkiem tego dziatania jest jest przesuniecie tadunku
e po linii prostej przechodzacej przez punkt o tadunku E z odlegtosci a do b
(b > a). Obliczy¢ wykonang prace przy tym przesunieciu i $rednia wartosé sity
na odcinku [a, b].

e Jezeli f ma ciagta pochodna na [a, b], to dtugosc tuku krzywej I' = {(z, f(x)) :

[a,b]} wyraza sie wzorem:
b
Nl= [ VI @l

Przyklad: f(z) =+v1—2?dlaz € [0,3].

e Objetos¢ bryty powstalej w wyniku obrotu dokota Ox obszaru ograniczo-
nego osia Ox i wykresem funkcji f catkowalnej na [a, b]:

b
V:w/ 2(z)dz.

Przyklad: f(z)=sinz, z € [0, 7]

e Pole powierzchni powstatej w wyniku obrotu dokota Ox wykresu funkcji
f (o ciaglej pochodnej) dla = € [a, b]:

b
\m=%/fm¢HU%Ww

Przyklad: f(z) =23, = € [0,1].

Calki niewlasciwe

Definicja 2. Dla f okreslonej na [a, oo] lub [—o00, b] catke okreslamy wzorem:

/:O F(@)dz = lim /at F()da

t—o00

lub odpowiednio

S§——00 s

/_o; f(@)da = /_boo f(x)dx+/boo Fa)de.

* dz
2

b b
[ f(z)dz := lim f(z)dx.

Ponadto

Przyktady: 3. 1. /
2 x
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Wn. 1. / —i jest zbiezna gdy p > 1 ¢ rozbiezna gdy p < 1.
x
a

Definicja 3. Dla f ciaglej i nieograniczonej na [a, b) lub (a, b] catke okreslamy
wzorem:

/ab f(x)dx := lim /: flx)dx

t—b—

/ab f(z)dz := lim /Sb f(z)dx.

lub odpowiednio
s—at
bdx . ) _
Wn. 2. / — jest zbiezna gdy p < 1 i rozbiezna gdy p > 1.
x
o

Przyktad: 2. [ Inzda.



