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1. Wyznaczy¢ nast¦puj¡ce kombinacje liniowe wektorów:

a) 3 · [2, 1] + 2 · [−1, 4]; b) 2 · [3, 4,−1, 3]− 3 · [2, 3, 1,−2]; c) 2 · [1, 2, 3] + 3 · [1, 1, 1]− [5, 7, 9].

2. Wykona¢ dziaªania z iloczynem skalarnym:

a) [1, 2, 1, 2] ◦ [1,−1, 1,−1]; b) ([1,−1, 2] ◦ [2, 2, 1]) · [1, 2, 3]; c)
[1, 2,−2]√

[1, 2,−2] ◦ [1, 2,−2]
.

3. Wektor ~v zapisa¢ jako kombinacj¦ wektorów ~x = [1, 0, 0], ~y = [1, 1, 0] i ~z = [1, 1, 1]

a) ~v = [2, 3, 1]; b) ~v = [1, 3,−1]; c) ~v = [3, 5, 4]. Wsk. Zapisa¢ najpierw wektory [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]
bazy kanonicznej jako kombinacje wektorów ~x, ~y, ~z.

4. Sprawdzi¢ czy dane wektory s¡ liniowo zale»ne:

a) [1, 1, 1], [1, 1, 0], [1, 0, 0]; b) [1, 2, 1], [2, 1, 2], [1, 1, 1] c) [1, 2, 3], [1, 2, 4], [1, 2, 5]; c) [1, 1, 1], [1, 2, 3], [2, 2, 2]

d) [1,−1, 1,−1], [1, 1, 1, 1], [0, 5, 0, 5]; e) [1, 2, 1, 0], [5, 7, 9, 0], [1, 2, 3, 4].

5. Sprawdzi¢, które z ukªadów wektorów s¡ bazami przestrzeni R3:

a) ([1, 1, 0], [1, 0, 1], [0, 1, 1]); b) ([1, 2, 3], [3, 2, 1], [5, 2, 5]); c) ([4, 1, 2], [3, 1, 1], [2, 3, 3]).

Wsk. W zadaniach (4) i (5) skorzysta¢ z faktu, »e odj¦cie od dowolnego wektora danego ukªadu kombinacji

liniowej pozostaªych nie zmienia liniowej zale»no±ci (niezale»no±ci) ukªadu. Ukªady sprowadzi¢ w ten sposób

do postaci, w której liniowa zale»no±¢ b¡d¹ niezale»no±¢ jest bezpo±rednio widoczna (jak np. z zad. 3).

6. Obliczy¢:

a)

[
3 −2 2
1 0 6

]
·

 3
4
5

; b)

[
3 −2 8
0 2 −3

]
·

 3 3
2 −2
1 0

 · [ 2 4 −2 0
2 4 5 −1

];

c)

[ 3 −2 8
0 2 −3

]
·

 3 3
2 −2
1 0

·[ 2 4 −2 0
2 4 5 −1

]
; d)

[
2 4
−2 1

]
·
[

1 8
−2 4

]
; e)

[
1 8
−2 4

]
·
[

2 4
−2 1

]
;

f)

[
2 3 −1
0 4 8

]
·

 4 −2
−1 8
0 1

+
[

6 7 8
−6 14 11

]
·

 4 −2
−1 8
0 1

; g)

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ·
 11 −2

6 −14
−21 30

;
h)

 4
−1
0

 · [ 7 −2 −6
]
; i)

[
7 −2 −6

]
·

 4
−1
0

; j)

 4 3 −2
3 6 −1
4 −2 0

 ·
 7 −2

6 −1
−2 0

.
7. Dla macierzy A =

[
1 2
−2 3

]
i B =

[
2 3
5 1

]
wyznaczy¢ A ·B, B ·A, AT ·BT i BT ·AT .

8. Obliczy¢ rz¦dy macierzy metod¡ eliminacji Gaussa:

a)

 1 1 4
2 2 8
−5 −5 −20

; b)

 5 8 9
−3 9 0
2 17 9

; c)


6 6 6
−1 3 7
5 6 7
9 8 7

; d)


3 2 4 2
1 2 2 1
−2 3 0 1
2 7 6 4

.
9. Badaj¡c rz¦dy odpowiednich macierzy sprawdzi¢ czy dane wektory s¡ liniowo zale»ne:

a) [1, 2, 3, 4], [1, 2, 1, 2], [4, 3, 2, 1], [2, 1, 2, 1]; b) [2, 3, 1, 2, 3], [1, 3, 2, 1, 3], [0, 1, 1, 0, 1].

c) [1, 1, 2, 2], [1,−1, 1,−1], [3, 1, 5, 5].



10. Obliczy¢ podane wyznaczniki ( w d), e) wyci¡gn¡¢ staªe przed wyznacznik):

a)

∣∣∣∣ −3 2
8 −5

∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣ cosα − sinα
sinα cosα

∣∣∣∣; c)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
1 3 6

∣∣∣∣∣∣; d)

∣∣∣∣∣∣
5 3 1

−12 6 0
3 −8 6

∣∣∣∣∣∣; e)

∣∣∣∣∣∣
12 24 12
−1 2 0

5 −10 5

∣∣∣∣∣∣.
11. Obliczy¢ wyznaczniki stosuj¡c rozwini¦cie Laplace'a wzgl¦dem wybranego wiersza lub kolumny:

a)

∣∣∣∣∣∣
3 5 1
0 2 0
1 5 2

∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣
11 11 11
3 1 5
1 3 1

∣∣∣∣∣∣; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 −3 4

0 5 0 −7
1 0 0 9
2 −2 0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣; d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 7 4
0 5 0 0
1 0 −5 9
2 −2 0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣.
12. Doprowadzi¢ do prostszej postaci i obliczy¢:

a)

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
4 2 3
5 3 1

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

1 1 −3
4 2 3
5 3 1

∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 4 1 4
1 2 1 2
1 0 2 3
3 −2 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣

2 4 1 4
1 2 −1 2
1 0 −2 3
3 −2 −5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣.
13. Stosuj¡c operacje elementarne na wierszach lub kolumnach upro±ci¢ i obliczy¢:

a)

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0
2 3 5

−4 0 6

∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣
−1 4 0

2 5 −2
−3 0 3

∣∣∣∣∣∣; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 1 1
1 −1 0 2
3 0 1 3
2 2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣; d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 −1
2 1 −1 2

−1 2 1 3
3 −1 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣.
14. Wyznaczy¢ macierze odwrotne danych macierzy:

a)

[
2 3
1 2

]
; b)

[
5 4
−2 −1

]
; c)

 1 −1 0
0 2 4
0 0 1

; d)

 1 2 4
0 1 5
1 2 5

.
15. Wyznaczy¢ macierze X i Y z równa«: X ·A+B = C i DY = EY + F , gdzie:

A =
[

3 5
1 2

]
, B =

 2 3
4 2
5 5

, C =

 3 2
3 3
6 4

; D =
[

2 4
1 2

]
, E =

[
1 1
1 1

]
, F =

[
1 3 1
3 1 3

]
.

16. Wykorzystuj¡c twierdzenie Kroneckera-Capellego rozwi¡za¢ podane ukªady metod¡ eliminacji Gaussa:

a)


3x+ y + z = −1
x+ 2z = −6
3y + 2z = 0

; b)


2x+ y + z = 4
x+ 2y + z = 4
3y + z = 5

; c)


x− y + z = −1
2x+ y + 2z = 7
3x− 6y + 3z = −12

; d)


x+ y + z − t = 2
2x+ 2z − t = 3
3x− y + 3z − t = 4

;

e)


x1 +x2 +x3 +x4 = 4

2x1 −x2 +x3 = 2
4x1 +x2 +3x3 +2x4 = 8
3x1 −3x2 +x3 −x4 = 0

; f)


2x1 +x2 +x3 = 5
x1 −2x2 +3x3 = 0

5x1 +x2 +x3 = 8
2x1 +2x2 −3x3 = 3

; g)


x1 −x2 +x3 = 0

4x1 −2x2 +3x3 = 0
6x1 −4x2 +5x3 = 0

.

17. Korzystaj¡c ze wzoru Cramera znale¹¢ rozwi¡zania podanych ukªadów równa«:

a)

{
5x− 2y = 6
3x+ y = 4

; b)


x+ 2y + 3z = 1
2x+ 3y + z = 3
3x+ y + 2z = 2

; c)


x+ 2y + 3z = 14
4x+ 3y − z = 7
x− y + z = 2

.


