
Tw. 1. Je»eli funkcja f speªnia dla wszystkich x pewnego przedziaªu warunek:

1. f ′(x) = 0, to jest staªa;

2. f ′(x) > 0, to jest rosn¡ca;

3. f ′(x) ≥ 0, to jest niemalej¡ca;

4. f ′(x) < 0, to jest malej¡ca;

5. f ′(x) ≤ 0, to jest nierosn¡ca; na tym przedziale.

Def. 1. Funkcja f ma w punkcie w punkcie x0 minimum lokalne (odp. mini-
mum lokalne wªa±ciwe), gdy f(x) ≥ f(x0) (odp. f(x) > f(x0)) dla wszystkich
punktów x pewnego s¡siedztwa punktu x0. Analogicznie okre±lamy maksimum
lokalne i maksimum lokalne wªa±ciwe. Maksima i minima lokalne nazywamy
ekstremami lokalnymi.

Tw. 2 (Fermata). Je»eli f jest ró»niczkowalna w x0 i ma w tym punkcie ek-
stremum lokalne, to

f ′(x0) = 0.

Uwaga 1. Funkcja mo»e mie¢ ekstremum tylko w punktach, w których pochodna
zeruje si¦ lub nie istnieje. Ze znikania pochodnej f ′(x0) nie wynika, »e f ma w
tym punkcie ekstremum.

Tw. 3 (Warunek dostateczny istnienia ekstremum I). Je»eli f ′(x0) = 0 oraz
istnieje taka δ > 0, »e

1. f ′(x0) < 0 dla x ∈ (x0 − δ, x0) i f ′(x0) > 0 dla x ∈ (x0, x0 + δ), to f ma
minimum lokalne wªa±ciwe w x0,

2. f ′(x0) > 0 dla x ∈ (x0 − δ, x0) i f ′(x0) < 0 dla x ∈ (x0, x0 + δ), to f ma
maksimum lokalne wªa±ciwe w x0.

Tw. 4 (Warunek dostateczny istnienia ekstremum II). Je»eli funkcja f speªnia
warunki:

1. f ′(x0) = f”(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0,

2. f (n)(x0) < 0,

3. n jest liczb¡ parzyst¡,

to f ma w x0 maksimum lokalne wªa±ciwe.

Uwaga 2. Je»eli w zaªo»eniach twierdzenia zamienimy (2) na f (n)(x0) > 0, to
f ma w x0 minimum. Je»eli natomiast n jest liczb¡ nieparzyst¡ i f (n) 6= 0, to f
nie ma ekstremum w x0.

Przykªad: 1. 1. Wyznaczy¢ warto±ci najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ funkcji f(x) =
3
√
x2 na przedziale [−1, 2].

2. Który z trójk¡tów równoramiennych wpisanych w dany okr¡g ma najwi¦k-
sze pole?
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Wyznaczanie warto±ci najwi¦kszej i najwi¦kszej funkcji ci¡gªej na

[a, b]:
Nale»y wyznaczy¢ warto±ci funkcji w nast¦puj¡cych punktach:

1. ko«cach przedziaªu,

2. miejscach zerowych pochodnej,

3. punktach, w których pochodna nie istnieje.

Nast¦pnie nale»y wybra¢ z nich warto±¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡.

Def. 2. Funkcja f jest wypukªa na przedziale (a, b) gdy dla dowolnych trzech
punktów x1 < x2 < x3 tego przedziaªu zachodzi

f(x2) ≤ f(x1) +
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
(x2 − x1).

(Wykres funkcji znajduj¦ si¦ pod sieczn¡). Je±li nierówno±¢ jest ostra, to funkcj¦
nazywamy ±ci±le wypukª¡. Je±li zmienimy nierówno±¢ na przeciwn¡, to otrzy-
mamy de�nicj¦ funkcji wkl¦sªej.

Uwaga 3. Dla funkcji ró»niczkowalnych warunek ±cisªej wypukªo±ci czy wk-
l¦sªo±ci mo»na sformuªowa¢ za pomoc¡ stycznej. Dla funkcji wypukªej wykres
funkcji znajduje si¦ powy»ej stycznej w dowolnym punkcie przedziaªu a dla wk-
l¦sªej poni»ej.

Tw. 5. Je»eli f”(x) > 0 (f”(x) < 0) dla ka»dego x ∈ (a, b), to funkcja jest
±ci±le wypukªa (odpowiednio: ±ci±le wkl¦sªa) na (a, b).

Def. 3. Mówimy, »e funkcja f ma w x0 punkt przegi¦cia gdy ma w x0 pochodn¡
(wªa±ciw¡ lub niewªa±ciw¡) i jest ±ci±le wypukªa w prawym lub lewym s¡siedztwie
x0 a ±ci±le wkl¦sªa w drugim z jednostronnych s¡siedztw.

Tw. 6 (Warunek konieczny istnienia punktu przegi¦cia). Je»eli f ma w x0

punkt przegi¦cia i drug¡ pochodn¡, to f”(x0) = 0.

Tw. 7 (Warunek dostateczny istnienia punktu przegi¦cia I). Je»eli funkcja ma
pochodn¡ f ′(x0) (wªa±ciw¡ lub niewªa±ciw¡) oraz f”(x) ma przeciwne znaki w
ka»dym punkcie lewego i prawego s¡siedztwa punktu x0, to f ma w x0 punkt
przegi¦cia.

Tw. 8 (Warunek dostateczny istnienia punktu przegi¦cia II). Je»eli funkcja f
speªnia warunki:

1. f ′(x0) = f”(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0,

2. f (n)(x0) 6= 0,

3. n jest liczb¡ nieparzyst¡ wi¦ksz¡ od 2,

to f ma w x0 punkt przegi¦cia.
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Badanie przebiegu funkcji

1. Wyznaczenie dziedziny.

2. Ustalenie podstawowych wªasno±ci:

parzysto±¢ lub nieparzysto±¢, okresowo±¢,

przeci¦cia z osiami ukªadu wspóªrz¦dnych,

ci¡gªo±¢.

3. Obliczenie granic lub warto±ci na kra«cach dziedziny. Wyznaczenie asymp-
tot.

4. Zbadanie pierwszej pochodnej:

wyznaczenie pochodnej i jej dziedziny,

ustalenie przedziaªów monotoniczno±ci i ekstremów,

obliczenie granic lub warto±ci pochodnych jednostronnych na kra«cach
dziedziny.

5. Zbadanie drugiej pochodnej:

wyznaczenie drugiej pochodnej i jej dziedziny,

ustalenie przedziaªów wkl¦sªo±ci i wypukªo±ci oraz punktów przegi¦cia,

obliczenie warto±ci pierwszej pochodnej w punktach przegi¦cia.

Sporz¡dzenie tabeli i wykresu

Uwaga 4. Wykonanie wykresu rozpoczynamy od naniesienia punktów szczegól-
nych i narysowania asymptot.

Przykªad: 2. Sporz¡dzi¢ wykres funkcji na podstawie nast¦puj¡cych informacji:

x (−∞, 0) 0 (0, 2) 2 (2, 5) 5 (5,+∞)
y′ − × + 0 − −1 −
y” − × − − − 0 +
y −2 0 −2

f(−1) = 0; lim
x→−∞

(f(x) + x) = 0; lim
x→+∞

f(x) = −4.

Przykªady: 1. 1. Sporz¡dzi¢ wykres funkcji ci¡gªej na podstawie nast¦puj¡-
cych informacji:

x (−∞,−2) -2 (−2, 0) 0 (0, 1) 1 (1,+∞)
y′ + ∞ + 0 − × 0
y” + × − − − × 0
y 0 2 1
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lim
x→−∞

(f(x)− x) = 0.

2. Sporz¡dzi¢ wykres funkcji

f(x) = arcsin
2x

1 + x2
.
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