Pochodna funkcji

Def. 1. Pochodng wtasciwg funkcji f w punkcie z¢ nazywamy granice

fl@) = flzo) _ flzo+ Az) = flwo) _ .~ Ay

s—zo T —Xg  Az—0 Ax A0 Ax

o ile granica ta istnieje i jest wtasciwa. Funkcje f nazywamy wtedy rdézniczko-
walng. Przy zalozeniu, ze f jest ciagta w xy analogicznie okre§lamy pochodne
niewtasciwe +o0o0 i —oo. Pochodng lewostronng i prawostronng nazywamy od-
powiednio:

fl(xp) := lim M i fl(20):= lim M_

TT T — Zo L—MSF T —Xo
llorazem réznicowym nazywamy wyrazenie

f(@) = f(xo) _ flwo+Az) — f(wo) Ay
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Uwaga 1. W definicji pochodnej niewlasciwej zaktadamy dodatkowo ciggltosé
funkcji w punkcie xg. Zalozenie, to jest zbedne dla pochodnej wlasciwej ponie-
waz z istnienia granicy wlasciwej

f(x) — f(zo)
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wynika ciggtos¢ funkcji w punkcie zo. W kazdym przypadku zachodzi:

Twierdzenie 1. Jesli istnieje wlasciwa lub niewtasciwa pochodna f'(xq), to
funkcja f jest cigglta w xg.

Def. 2. Moéwimy, ze funkcja f jest rdzniczkowalna w zbiorze X C R gdy jest
rézniczkowalna w kazdym punkcie tego zbioru. Funkcje, ktéra kazdemu =z € X
przyporzadkowuje pochodna f/(z) w tym punkcie nazywamy pochodna f’ na
zbiorze X.

Przyktady: 1. Wyznaczy¢ pochodng funkcji:
1. sin w punkcie ¢y = 0,
2. f(z) = ¥/x w punkcie zg = 0,
3. f(x) = ¢e® w dowolnym punkcie z € R,
4. f(x) = % w dowolnym punkcie x # 0.
Czy istnieja pochodne funkcji:
1. sgn,
2. f(z) = Va2

w punkcie zg = 0.



Interpretacja geometryczna i fizyczna

e Pochodna wtasciwa w punkcie x( jest wspotczynnikiem kierunkowym stycz-
nej do wykresu funkcji w punkcie x.

e Jesli f/(zg) = +o0, to styczna do wykresu jest prosta pionowa x = x.

e Rownanie prostej stycznej do wykresu funkeji f rozniczkowalnej w punkcie
Zo-

y — f(xo) = f'(z0)(x — 20).
e Pochodna wyraza szybko$¢ przyrostu funkcji w chwili xg.

e Jesli s = s(t), jest funkcjg drogi w zaleznosci od czasu, to pochodna s'(tg)
jest predkoscig w chwili .

e Jesli v = v(¢), jest funkcja predkosci w zaleznosci od czasu, to v'(tg) jest
przys$pieszeniem w chwili #g.

Twierdzenie 2. Jesli f,g majq pochodne w xq, to
(f £9)(x0) = f'(w0) £+ g'(x0),

2. (c¢f)(zo) = cf'(mg), gdzie c € R,

3. (f-9) (o) = f'(xo)g(x0) + f(w0)g' (o)

I\ _ f(xo)g(xo) — f(20)g' (x0)
4- (=) (z0) = 5
g 9%(x0)
Twierdzenie 3. 1. Jezeli f ma pochodng w punkcie x¢ a g ma pochodng w
punkcie f(xzg), to

1.

o ile g(xg) # 0.

(g0 f)(z0) = g'(f(x0)) ' (z0)-

2. Jezeli funkcja f jest ciggta i Scisle monotoniczna w otoczeniu punktu xg
oraz ma pochodng f'(x¢) # 0, to

Pochodne funkcji elementarnych

1. ¢ =0 (pochodna funkcji stalej jest rowna 0),

2. (") = ra"~! dla dowolnego r € R,

3. (sinz) =cosz, (cosz) = —sinz,
4 (g0 = — ) (etge) = ——
' cos? sin® z”



5. (a*) =a"Ina, (e*) =e*,

6. (log, z) =

1 ( ), 1
—— (arccosz) = —
NI

7. (arcsinz)’ =

A

=152 (arcctgr)’ = —

8. (arctgz)
9. (shz)’ = chz, (chx) = shzx,

1 1
10. (thz) = , (ctha) = — .
(tha) ch?x ( ) sh?x

Wyrazenia wykladniczo-potegowe

(f(2)9®) = (5@ I@) = f(2)9@) (¢/ () In f(2) + G\L)J L)
Przyktad: 1. Wyznaczy¢ pochodna funkeji f(z) = (sinz)®*** w dowolnym punk-
cie dziedziny naturalne;j.

Def. 3. Rozniczkg funkcji f rézniczkowalnej w xg nazywamy funkcje df przy-
rostu argumentu Az = x — xg okreslong wzorem

df (Az) = f'(zg) - Ax.

Uwaga 2. Rozniczka jest funkcja liniowg przyrostu argumentu.
Uwaga 3. Rozniczka szybciej zbiega do przyrostu wartosci funkeji Af = f(xg+
Az) — f(zg) niz Az — 0. Dokladniej

lim M:

Az—0 Az 0-

Dlatego dla malych Az stosujemy przyblizenie

flz + Az) =~ f(xo) + f/'(z0)Aw.

Przyktady: 2. 1. Wyznaczy¢ bez kalkulatora przyblizona warto$é¢ wyrazenia

/8, 08.

2. 7 jaka doktadno$cia wyznaczymy objeto$¢ szescianu jesli zmierzona z do-
ktadnoscia do 1 cm dtugosé jego krawedzi jest rowna 1 m?



Twierdzenia o wartosci Sredniej

Twierdzenie 4 (Rolle’a). Jezeli funkcja [ jest cigglta na przedziale [a,b] i
rézniczkowalna na przedziale (a,b) oraz f(a) = f(b), to istnieje taki punkt
€ (a,b), ze f'(c) = 0.

Twierdzenie 5 (Lagrange’a). Jezeli funkcja f jest ciggta na przedziale [a,b] i
rézniczkowalna na przedziale (a,b), to istnieje taki punkt c € (a,b), zZe

Teza oznacza, ze $rednia predkos$¢ wzrostu funkcji na przedziale [a, b] musi
by¢ osiagana w pewnym jego punkcie.

Przyktad: 2. Wyznaczy¢ $rednia predkosé wzrostu funkcji f(x) = +/z na prze-
dziale [0,4] i punkt, w ktorym jest osiggana.

Twierdzenie 6 (Reguta de L'Hospitala). Jezeli funkcje f,g spetniaje warunki:
1. lim f(z) = lim g(x) =0, przy czym g(x) # 0 w sgsiedztwie x,
T—rT0 T—rT0

/
2. istnicje lim 1%
a0 g (x)

(wtasciwa lub niewtasciwa),

to

i@ @)
P glo) s g(z)

Twierdzenie jest rowniez prawdziwe dla granic jednostronnych, granic w nie-
skoniczono$ci oraz przy pierwszym zalozeniu postaci:

1. lim f(z) = lim g(z) = occ.

T—rT0 T—rT0

1 1 i
Przyktady: 3. Wyznaczy¢ granice: (1) lim m; (2) lim zv=;(3) lim w
z—0 In cos 2z z—00 z—00 z
Def. 4. Pochodne wyzszych rzedéow definiujemy indukcyjnie:

1.
f0() = f'(),

2. Dlan > 1:
7o (@) = (1) (@),

Stosujemy réwniez oznaczenia
1 el piv
VAT AR AP

oraz

FO(x) = f(a).



Przyktad: 3. Wyznaczy¢ wzor na n-ta pochodna funkcji f(z) = xze®.

Twierdzenie 7 (Wzor Taylora z reszta Lagrange’a). Jezeli f ma ciggtq po-
chodng "~V na przedziale [xq,x] oraz pochodng f™ na przedziale (zo, ), to
istnieje taki punkt ¢ € (xo,x), Ze

- @) (4 (n=1)
@) = 1(a0)+ T o) 4 T2 @ LS 0
") (¢
Wyrazenie .
PG TR

nazywamy resztq w postaci Lagrange’a a caly reszte sumy - wielomianem Tay-
lora.

Wn. 1 (Wzor Maclaurina). Dla xg = 0 wzdr Taylora przyjmuje postaé:

/'(0) f®(0)x2+ Al () S A O

f(z) = f(0)+ T T+ 51 S Py TR "7+ YR
Przyktad 1 (Szeregi Maclaurina dla funkcji e®, sinz i cosz:). 1. e = 1+%+

x2+x3+x4+ o1 +xn . ’
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3. cosle—E—I—I—a—i—g—!—...—l—(—l) (Qn)!cosc

Wyznaczy¢ cos 0,2 z doktadnoscig do 1074,



