Granica wlasciwa

Def. 1. Dla dowolnego zp € Rie > 0, (1) sgsiedztwem, (2) lewym sqsiedztwem,
(3) prawym sgsiedztwem punktu xg o promieniu £ nazywamy odpowiednio zbiory:

1. (2o —&,20) U (z0,20 + &),
2. (:L‘Q —e’:‘,Io),
3. (zo,xo +¢€).

Def. 2 (Granica wilasciwa funkcji wedlug Heinego). Mowimy, ze funkcja f
okreslona w sasiedztwie punktu zg zbiega do granicy g € R, co zapisujemy
lim f(z) =g
T—x0
gdy dla dowolnego zbieznego do ¢ ciagu (z,) punktow sasiedztwa punktu x,
cigg wartosci (f(x,)) zbiega do g.
22 +1 1

1
2. lim sgnz nie istnieje, lim sin — nie istnieje.
x—0 z—0 X
3. Funkcja Dirichleta nie ma granicy w zadnym punkcie.

Def. 3. Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xy granice lewostronna g € R, co
zapisujemy
lim f(z)=g
CL“)CI)O
gdy dla dowolnego zbieznego do z¢ ciagu (x,) punktow lewego sasiedztwa xo,
ciag wartosci (f(z,,)) zbiega do g. Analogicznie okreslamy granice prawostronna,
ktéra oznaczamy

lim f(z).

1}4)1,‘0

Twierdzenie 1. lim f(z) =g < 1im+ f(z)= lim f(z)=g

T—To T—T ] T—Ty

Twierdzenie 2 (Definicja Cauchy’ego granicy funkcji).

lim f(x)zg@/\ \/ /\ |z —xo| <0 =|f(x) —g| <e.

Tr—x
€>06>0 x#xo
Def. 4 (Granica wlasciwa funkcji przy  — 400). Mowimy, ze funkcja f zbiega
w nieskoriczonosci do granicy g € R, co zapisujemy

lim f(z) =g

gdy dla dowolnego zbieznego do oo ciagu (z,,), ciag wartosci (f(z,,)) zbiega do

g- Analogicznie okreslamy granice przy  — —oo. Mowimy, ze funkcja f ma
asymptote pozioma y = g w oo gdy lirﬁ f(z)=g.
Tr— =00



Def. 5 (Granice niewlasciwe przy = — x¢).

lim f(z) = +o0 (lim f(z) =—o0)

T—To T—To
gdy dla dowolnego zbieznego do z( ciagu (z,) punktow sasiedztwa punktu zo,
ciag wartosci (f(x,)) zbiega do 400 (—00). Analogicznie, gdy ograniczymy sie
do punktéw lewego lub prawego sasiedztwa, definiujemy granice jednostronne

lim f(z)=+oo (—00); lim+ f(z) = 400 (—o0)

T—T) T—T)

Prosta « = x¢ jest asymptota pionowa lewostronna funkcji f gdy lim f(z) =

T—T

+oo lub lim f(x) = —oo. Analogicznie okreslamy asymptote pionowa pra-

T—T
wostronng. Méwimy, ze prosta x = xg jest asymptota obustronna funkcji f gdy
jest jednocze$nie asymptota lewostronng i prawostronna.

Granice niewlasciwe w +00 i —00 i asymptoty ukosne
lim f(z) =400
r——+0o0

gdy dla dowolnego zbieznego do co ciagu (x,), ciag wartosci (f(x,)) rowniez
zbiega do co. Analogicznie okre§lamy granice —oo i granice przy r — —oo.
Def. 6. Moéwimy, ze prosta y = ax + b jest asymptota uko$na funkcji f w +oo
gdy

lirf (f(x) —ax —b) =0.

Analogicznie okreslamy asymptote ukosng w —oo.

Ta sama funkcja moze mieé¢ rézne asymptoty uko$ne w 400 i —co. W celu

wyznaczenia asymptoty ukos$nej najpierw obliczamy a = lim ijedli ta

r— 00

granica istnieje (i jest wlasciwa), to b = liIE (f(z) — ax).
T—T00

Arytmetyka granic
Twierdzenie 3. Jezeli funkcje f,g majg w xq granice wlasciwe, to:
1. lim (f(z) £g(z)) = lim f(z)+ lim g(x),
Tr—x0 Tr—T( r—xo

2. lim (c¢- f(z)) =c- lim f(x), gdzie c € R,

Tr—T0 r—xo
9. lim (f(x)- g(x)) = lim f(a)- lim g(x),
T—xo r—TQ r—x0

i = 7 ile i 0
4. lim o) = Tm g@) O Jim g(z) #0,
T—x0

f(x) lim f(z)




Uwaga 1. Twierdzenie stosujemy réwniez do x¢p = oo oraz do granic jednos-
tronnych.

) , a1 . Vo —-1-1 .ox?—1
Wyznaczy¢ granice: (a) ilinl e (b) al:Lm2 5 (c) ng?— i

Przyktad: 1. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f(z) = x + arctge.
Twierdzenie 4 (O granicy funkcji zlozonej). Jezeli lim f(z) = yo, f(z) # yo
x—xT(

w sgsiedztwie punktu xo 1 im g(y) = q, to
Y—Yo

lim g(f(z)) = ¢

r—T0

Twierdzenie 5 (O trzech funkcjach). Jezeli w sqsiedztwie punktu xo funkcje
Iy g, h spetniajg warunek f(x) < g(z) < h(z) i lim f(z) = lim h(x)=q, to
T—xT0 T—xT0

lim g(z) =gq.
T—xg

Wazne granice wyrazen nieoznaczonych

1
L lim(142)F =e, lim(1+-)" =e,
T— €T

2. lim 2% _q,
z—0 X
1
3 fim 20D
z—0 €T
x
-1
4. lim & —1,
x—0 x
1 T—1
5. lim A+0" =1 _ | i dowolnego r € R,
T— x
1
6. lim 281 +2) _ 1 ’
z—0 T Ina
Tz _
7. lim =Ina,
z—0

Wazna réwnoéé: a® = e*n9,
Def. 7. Moéwimy ze funkcja f okreslona w otoczeniu punktu x¢ jest ciggla w
punkcie xy gdy

lim f(z) = f(xo)

r—TQ
(istnieje granica i jest rowna wartosci funkcji). Mowimy, ze f jest ciagla w
zbiorze X, gdy jest ciagta w kazdym punkcie tego zbioru.

Rodzaje nieciaglosci:



e Mowimy, ze f ma w xg niecigglosé pierwszego rodzaju gdy ma obie granice
wlasciwe jednostronne w xo ale nie jest ciggla. W szczegdlnosci jesli
lim f(z)# lim f(z), to mowimy o niecigglosci typu skok.
e Funkcja f ma w z( niecigglosé drugiego rodzaju gdy przynajmniej jedna
granica jednostronna nie istnieje lub jest niewtasciwa.

Twierdzenia o funkcjach cigglych

Twierdzenie 6. 1. Suma, réznica, iloczyn i iloraz funkcji f, g cigglych w xg
sq ciggle w xo. Przy ilorazie 5 zaktadamy dodatkowo g(xg) # 0.

2. Jezeli f jest cigglta w xqo i g jest ciggla w f(xo), to g o [ jest ciggla w
f(xo).

3. Jezeli f jest ciggta ma przedziale [a,b] i Scisle rosngca (malejgca), to f=1

jest ciggta na [f(a), f(b)] (1f(b), f(a)]).
4. Funkcje elementarne sq ciggle w swoich dziedzinach naturalnych.

Twierdzenie 7 (Weierstrassa). Funkcja ciggta na przedziale [a,b] jest ogranic-
zona 1 0sigga swoje kresy.

Twierdzenie 8 (Darboux). Funkcja ciggla na przedziale [a,b] przyjmuje wszys-
tkie wartosci posrednie pomiedzy f(a) i f(b). (Jesli funkcja ciggta na [a, b] przyj-
muje warto$é ujemnq i warto$é dodatniq, to przyjmuje wartosé 0.)

Przyktady: 2. 1. Wykazaé, ze wérod tréjkatéw réwnoramiennych wpisanych
w dany okrag istnieje trojkat o najwiekszym polu.

2. Uzasadnié¢, ze w kazdej chwili czasu na kuli ziemskiej jest nieskoniczenie
wiele par punktow antypodycznych o jednakowych temperaturach.



