
Granica wªa±ciwa

Def. 1. Dla dowolnego x0 ∈ R i ε > 0, (1) s¡siedztwem, (2) lewym s¡siedztwem,
(3) prawym s¡siedztwem punktu x0 o promieniu ε nazywamy odpowiednio zbiory:

1. (x0 − ε, x0) ∪ (x0, x0 + ε),

2. (x0 − ε, x0),

3. (x0, x0 + ε).

Def. 2 (Granica wªa±ciwa funkcji wedªug Heinego). Mówimy, »e funkcja f
okre±lona w s¡siedztwie punktu x0 zbiega do granicy g ∈ R, co zapisujemy

lim
x→x0

f(x) = g

gdy dla dowolnego zbie»nego do x0 ci¡gu (xn) punktów s¡siedztwa punktu x0,
ci¡g warto±ci (f(xn)) zbiega do g.

Przykªady: 1. 1. lim
x→0

x2 + 1
x3 + 2

=
1
2
.

2. lim
x→0

sgnx nie istnieje, lim
x→0

sin
1
x
nie istnieje.

3. Funkcja Dirichleta nie ma granicy w »adnym punkcie.

Def. 3. Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ lewostronn¡ g ∈ R, co
zapisujemy

lim
x→x−0

f(x) = g

gdy dla dowolnego zbie»nego do x0 ci¡gu (xn) punktów lewego s¡siedztwa x0,
ci¡g warto±ci (f(xn)) zbiega do g. Analogicznie okre±lamy granic¦ prawostronn¡,
któr¡ oznaczamy

lim
x→x+

0

f(x).

Twierdzenie 1. lim
x→x0

f(x) = g ⇔ lim
x→x+

0

f(x) = lim
x→x−0

f(x) = g

Twierdzenie 2 (De�nicja Cauchy'ego granicy funkcji).

lim
x→x0

f(x) = g ⇔
∧
ε>0

∨
δ>0

∧
x 6=x0

|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− g| < ε.

Def. 4 (Granica wªa±ciwa funkcji przy x→ +∞). Mówimy, »e funkcja f zbiega
w niesko«czono±ci do granicy g ∈ R, co zapisujemy

lim
x→∞

f(x) = g

gdy dla dowolnego zbie»nego do ∞ ci¡gu (xn), ci¡g warto±ci (f(xn)) zbiega do
g. Analogicznie okre±lamy granic¦ przy x → −∞. Mówimy, »e funkcja f ma
asymptot¦ poziom¡ y = g w ±∞ gdy lim

x→±∞
f(x) = g.

1



Def. 5 (Granice niewªa±ciwe przy x→ x0).

lim
x→x0

f(x) = +∞ ( lim
x→x0

f(x) = −∞)

gdy dla dowolnego zbie»nego do x0 ci¡gu (xn) punktów s¡siedztwa punktu x0,
ci¡g warto±ci (f(xn)) zbiega do +∞ (−∞). Analogicznie, gdy ograniczymy si¦
do punktów lewego lub prawego s¡siedztwa, de�niujemy granice jednostronne

lim
x→x−0

f(x) = +∞ (−∞); lim
x→x+

0

f(x) = +∞ (−∞)

Prosta x = x0 jest asymptot¡ pionow¡ lewostronn¡ funkcji f gdy lim
x→x−0

f(x) =

+∞ lub lim
x→x−0

f(x) = −∞. Analogicznie okre±lamy asymptot¦ pionow¡ pra-

wostronn¡. Mówimy, »e prosta x = x0 jest asymptot¡ obustronn¡ funkcji f gdy
jest jednocze±nie asymptot¡ lewostronn¡ i prawostronn¡.

Granice niewªa±ciwe w +∞ i −∞ i asymptoty uko±ne

lim
x→+∞

f(x) = +∞

gdy dla dowolnego zbie»nego do ∞ ci¡gu (xn), ci¡g warto±ci (f(xn)) równie»
zbiega do ∞. Analogicznie okre±lamy granice −∞ i granice przy x→ −∞.

Def. 6. Mówimy, »e prosta y = ax+ b jest asymptot¡ uko±n¡ funkcji f w +∞
gdy

lim
x→+∞

(f(x)− ax− b) = 0.

Analogicznie okre±lamy asymptot¦ uko±n¡ w −∞.

Ta sama funkcja mo»e mie¢ ró»ne asymptoty uko±ne w +∞ i −∞. W celu

wyznaczenia asymptoty uko±nej najpierw obliczamy a = lim
x→∞

f(x)
x

i je±li ta

granica istnieje (i jest wªa±ciwa), to b = lim
x→+∞

(f(x)− ax).

Arytmetyka granic

Twierdzenie 3. Je»eli funkcje f, g maj¡ w x0 granice wªa±ciwe, to:

1. lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x),

2. lim
x→x0

(c · f(x)) = c · lim
x→x0

f(x), gdzie c ∈ R,

3. lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x),

4. lim
x→x0

f(x)
g(x)

=
lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
, o ile lim

x→x0
g(x) 6= 0,
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Uwaga 1. Twierdzenie stosujemy równie» do x0 = ±∞ oraz do granic jednos-
tronnych.

Wyznaczy¢ granice: (a) lim
x→1

x3 − 1
x4 − 1

, (b) lim
x→2

√
x− 1− 1
x− 2

, (c) lim
x→1−

x2 − 1√
1− x

Przykªad: 1. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f(x) = x+ arctgx.

Twierdzenie 4 (O granicy funkcji zªo»onej). Je»eli lim
x→x0

f(x) = y0, f(x) 6= y0

w s¡siedztwie punktu x0 i lim
y→y0

g(y) = q, to

lim
x→x0

g(f(x)) = q.

Twierdzenie 5 (O trzech funkcjach). Je»eli w s¡siedztwie punktu x0 funkcje
f, g, h speªniaj¡ warunek f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) i lim

x→x0
f(x) = lim

x→x0
h(x)=q, to

lim
x→x0

g(x) = q.

Wa»ne granice wyra»e« nieoznaczonych

1. lim
x→0

(1 + x)
1
x = e, lim

x→∞
(1 +

1
x

)x = e,

2. lim
x→0

sinx
x

= 1,

3. lim
x→0

ln(1 + x)
x

= 1,

4. lim
x→0

ex − 1
x

= 1,

5. lim
x→0

(1 + x)r − 1
x

= r dla dowolnego r ∈ R.

6. lim
x→0

loga(1 + x)
x

=
1

ln a
,

7. lim
x→0

ax − 1
x

= ln a,

Wa»na równo±¢: ax = ex ln a.

Def. 7. Mówimy »e funkcja f okre±lona w otoczeniu punktu x0 jest ci¡gªa w
punkcie x0 gdy

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

(istnieje granica i jest równa warto±ci funkcji). Mówimy, »e f jest ci¡gªa w
zbiorze X, gdy jest ci¡gªa w ka»dym punkcie tego zbioru.

Rodzaje nieci¡gªo±ci:
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• Mówimy, »e f ma w x0 nieci¡gªo±¢ pierwszego rodzaju gdy ma obie granice
wªa±ciwe jednostronne w x0 ale nie jest ci¡gªa. W szczególno±ci je±li
lim
x→x−0

f(x) 6= lim
x→x+

0

f(x), to mówimy o nieci¡gªo±ci typu skok.

• Funkcja f ma w x0 nieci¡gªo±¢ drugiego rodzaju gdy przynajmniej jedna
granica jednostronna nie istnieje lub jest niewªa±ciwa.

Twierdzenia o funkcjach ci¡gªych

Twierdzenie 6. 1. Suma, ró»nica, iloczyn i iloraz funkcji f, g ci¡gªych w x0

s¡ ci¡gªe w x0. Przy ilorazie f
g zakªadamy dodatkowo g(x0) 6= 0.

2. Je»eli f jest ci¡gªa w x0 i g jest ci¡gªa w f(x0), to g ◦ f jest ci¡gªa w
f(x0).

3. Je»eli f jest ci¡gªa na przedziale [a, b] i ±ci±le rosn¡ca (malej¡ca), to f−1

jest ci¡gªa na [f(a), f(b)] ([f(b), f(a)]).

4. Funkcje elementarne s¡ ci¡gªe w swoich dziedzinach naturalnych.

Twierdzenie 7 (Weierstrassa). Funkcja ci¡gªa na przedziale [a, b] jest ogranic-
zona i osi¡ga swoje kresy.

Twierdzenie 8 (Darboux). Funkcja ci¡gªa na przedziale [a, b] przyjmuje wszys-
tkie warto±ci po±rednie pomi¦dzy f(a) i f(b). (Je±li funkcja ci¡gªa na [a, b] przyj-
muje warto±¢ ujemn¡ i warto±¢ dodatni¡, to przyjmuje warto±¢ 0.)

Przykªady: 2. 1. Wykaza¢, »e w±ród trójk¡tów równoramiennych wpisanych
w dany okr¡g istnieje trójk¡t o najwi¦kszym polu.

2. Uzasadni¢, »e w ka»dej chwili czasu na kuli ziemskiej jest niesko«czenie
wiele par punktów antypodycznych o jednakowych temperaturach.
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