
Def. 1. Funkcj¡ rzeczywist¡ zmiennej rzeczywistej nazywamy funkcj¦, której
dziedzina i przeciwdziedzina s¡ podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych R.

f : X → Y

gdzie X,Y ⊂ R. Je±li funkcja jest okre±lona jedynie wzorem, to za dziedzin¦
przyjmujemy zbiór wszystkich liczb rzeczywistych, dla których wzór ma sens.
Tak okre±lon¡ dziedzin¦ nazywamy dziedzin¡ naturaln¡. Zbiorem warto±ci nazy-
wamy zbiór wszystkich elementów y ∈ Y , dla których istnieje x ∈ X, taki »e
f(x) = y. Dziedzin¦ i zbiór warto±ci funkcji f oznaczamy odpowiednio Df i
Wf .

Przykªad: 1. Dla funkcji f(x) =
√

1− x2, Df =[−1, 1], Wf =[0, 1].

Def. 2. Funkcj¦ f : X → Y nazywamy:

1. ró»nowarto±ciow¡ gdy x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2),

2. na gdy Y = Wf ,

3. bijekcj¡ (przeksztaªceniem wzajemnie jednoznacznym) gdy jest ró»nowarto±-
ciowa i na,

4. parzyst¡ gdy f(−x) = f(x) dla x ∈ Df (wykres jest symetryczny wzgl¦dem
Oy),

5. nieparzyst¡ gdy f(−x) = −f(x) dla x ∈ Df (wykres jest symetryczny
wzgl¦dem O),

6. rosn¡c¡ gdy x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2), analogicznie okre±lamy funkcje
niemalej¡ce, malej¡ce i rosn¡ce,

7. okresow¡ gdy f(x+T ) = f(x) dla pewnego T ∈ R (T nazywamy okresem),

8. ograniczon¡ gdy zbiór jej warto±ci jest ograniczony.

Def. 3. Je±li f : X → Y i g : Y → Z, to zªo»eniem (superpozycj¡) funkcji f, g
nazywamy funkcj¦

g ◦ f : X → Z; (g ◦ f)(x) := g(f(x)).

f nazywamy funkcj¡ wewn¦trzn¡, a g - zewn¦trzn¡ zªo»enia g ◦ f .

Przykªad: 2. Dla funkcji f(x) = x2, g(x) =
√
x g ◦ f : R→ R; (g ◦ f)(x) = |x|,

f ◦ g : [0,+∞)→ R; (f ◦ g)(x) = x.

Def. 4. Je±li f : X → Y jest bijekcj¡, to funkcj¡ odwrotn¡ do f nazywamy
funkcj¦ f−1 : Y → X okre±lon¡ warunkiem

f−1(y) = x⇔ f(x) = y.

Wykresy funkcji f i f−1 s¡ symetryczne wzgl¦dem prostej y = x.
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Logarytmy

Def. 5. Dla dowolnej liczby a > 0, a 6= 1 i liczby x > 0 logarytmem z x przy
podstawie a nazywamy liczb¦ y = loga x, tak¡ »e ay = x. Dla a = 10 piszemy
log x a dla a = e piszemy ln i nazywamy je odpowiednio logarytmem dziesi¦tnym
i logarytmem naturalnym.

Wn. 1. Funkcja f(x) = loga x jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji wykªadniczej
g(x) = ax.

Twierdzenie 1. Wªasno±ci logarytmów

1. loga 1 = 0 dla dowolnej podstawy a (a > 0, a 6= 1),

2. loga(x · y) = loga x+ loga y, loga
x
y = loga x− loga y,

3. loga xr = r loga x,

4. loga b · logb c = loga c,

5. loga b = ln b
ln a = log b

log a .

Funkcje hiperboliczne

Def. 6. Sinusem hiperbolicznym oraz odpowiednio kosinusem, tangensem i
kotangensem hiperbolicznym nazywamy funkcje:

shx :=
ex − e−x

2
, chx :=

ex + e−x

2
,

thx :=
ex − e−x

ex + e−x
, cthx :=

ex + e−x

ex − e−x
,

Twierdzenie 2 (Wªasno±ci funkcji hiperbolicznych). 1. ch2x− sh2x = 1,

2. ch2x+ sh2x = ch2x,

3. thx =
shx
chx

,

4. cthx =
chx
shx

.

Funkcje elementarne

1. Wielomiany W (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n, DW = R,

2. Funkcje wymierne Q(x) = W (x)
V (x) , gdzie W,V s¡ wielomianami, DQ =

R \ {x : V (x) = 0},

3. Funkcja pot¦gowa f(x) = xr, gdzie r ∈ R, Df = (0,+∞),

4. Funkcje trygonometryczne sin, cos, tg, ctg.
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5. Funkcje cyklometryczne:

arcsin (arkus sinus) to funkcja odwrotna do funkcji sin : [−π2 ,
π
2 ]→ [−1, 1],

arccos - odwrotna do funkcji cos : [0, π]→ [−1, 1],

arctg - odwrotna do funkcji tg: (−π2 ,
π
2 )→ R,

arcctg - odwrotna do funkcji ctg: (0, π)→ R,

6. funkcje wykªadnicza, logarytmiczna i hiperboliczne.

7. Funkcjami elementarnymi nazywamy wszystkie funkcje jakie mo»na otrzy-
ma¢ z (1)...(6) za pomoc dziaªa« arytmetycznych i operacji skªadania.

Przykªady funkcji nieelementarnych

1. Funkcja signum (znak)

sgnx =

 −1 dla x < 0
0 dla x = 0
1 dla x > 0

2. Funkcja Dirichleta

D(x) =
{

1 dla x ∈ Q
0 dla x /∈ Q

3. Funkcja cz¦±¢ caªkowita E : R→ Z przyporz¡dkowuje liczbie rzeczywistej
x najwi¦ksz¡ liczb¦ caªkowit¡ k nie wi¦ksz¡ od x.

E(x) = k ⇔ x ∈ [k, k + 1).
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