Punkty i wektory w R?

Punkty oznaczamy P = (z,y,z). Wektor O_}; = [z,y, z] nazywamy wek-
torem wodzgcym punktu P.

Dla dowolnych punktéow A = (a1,as,a3) i B = (b1, ba,bs) wspoélrzedne
wektora AB wyznaczamy odejmujac od wspotrzednych konca wspotrzedne

poczatku czyli
E = [bl — ahbg — ag,bg — ag}.

Wspblrzedne korica wektora 7 = ]@ = [x1, z2, x3] zaczepionego w punk-
cie P = (p1,pe2,p3) wyznaczamy dodajac do wspolrzednych poczatku
wspolrzedne wektora czyli

Q=P+7 = (p1 + z1,p2 + 2,3 + T3).

Dhugosé wektora 7 = [x1, x2, x3] wyraza sie wzorem:

|7| = /23 + 23 + 23

iD=

Tloczyn skalarny wektorow @ = [a1, ag, as) [b1, ba, b3):

— — —
do b =aby +agby +ashs=|d|-|b|-coss(d, b).

_>
Kat pomiedzy wektorami dib wyznaczamy ze wWzoru:
- =
— dob
COSZ(?, b) = W
al-|b

Wektory bazy kanonicznej (wersory osi uktadu wspoétrzednych) oznacza
— —
sie: ¢ =11,0,0], j =[0,1,0], & =10,0,1].

Punkty P, Q, R sa wspétliniowe (tzn. leza na jednej prostej) gdy wektory
f@, ﬁ sa liniowo zalezne (czyli proporcjonalne).

Punkty P,Q, R, S sa wspdtptaszczyznowe (tzn. leza w jednej plaszczyznie)
gdy wektory 176)2, P—é, P? sa liniowo zalezne.

Przyktad: 1. Sprawdzié¢, czy punkty P = (1,1,1), Q@ = (2,1,2,), R = (3,4,3),
S =(2,2,2) sa wspOlplaszczyznowe.



Iloczyn wektorowy

Def. 1. Moéwimy, ze uktad wektoréow (71, Us, 73) jest zorientowany zgodnie
z baza, gdy wyznacznik macierzy wspolrzednych tych wektoréw w tej bazie jest
dodatni.

%
Def. 2. Iloczynem wektorowym wektorow a, b nazywamy:

%
1. wektor @ ortogonalny do a, b, ktorego dlugosé jest rowna polu rownole-
globoku rozpietego na E:,) b i taki ze ukltad (7, b ,W) jest zorientowany
sa liniowo niezalezne,

b

zgodnie z baza, gdy a, b
%
2. wektor zerowy 6, gdy a sg liniowo zalezne.

)

—
Tloczyn wektorowy oznaczamy W = @ x b .

Postaé analityczna iloczynu wektorowego

Twierdzenie 1.

_ az az | | a1 4as aip a2
[a1>a27a3] X [b17b27b3] - l b2 b3 3 bl b3 ’ B bl b2 ‘|
- 2 7
¢ T . o
=|a as as |, 9dzie i, 5,k sqgwektorami bazy kanonicznej.
b1 by b3
Wtasnosci iloczynu wektorowego:
— —
. dxb=-bxd,
— —
2. dx(b+7d)=dxb+dx7C,
— — —
3.(cd)x b =c(dxb)="dx(ch),

X X
4@ x B|=[T| |0 sins(@, D)

Iloczyn mieszany
. ” — - — —
Def. 3. Iloczynem mieszanym wektorow @, b, @ nazywamy d@ o (b x 7)

N ay a2 ag
Twierdzenie 2. @o (b x ¢)=| by by by
C1 C2 C3

— -
Wn. 1. 1. Objetosé rownolegtoscianu rozpietego na wektorach b, 7 V(ﬁ, b ,7) =

N ar az ag
@ o(b x @) =|| b by bs
C1 Co C3

2. Objetosé czworoscianu o wierzchotkach P,Q,R,S: V(P,Q,R,S) = é|7 .
(b x @), gdzie @ = PO, b — PR, @ = PS.



Plaszczyzna w R?
Twierdzeni_e> 3 (Posta¢ normalna plaszczyzny). Dla dowolnego wektora ﬁ =
[A,B,C| # 0 i punktu Py = (x0,yo0,20) réwnanie

A(z —x0) + B(y — o) + C(2 — 20) =0
opisuje plaszczyzne prostopadtq do ﬁ i przechodzgcq przez Py (ﬁ nazywamy
wektorem normalnym tej ptaszezyzny).

Opuszczajac nawiasy i przyjmujac D = —Axg — By — Cyg otrzymujemy
tzw. posta¢ ogolng plaszczyzny:

Az +By+Cz+ D =0.

Przyktad: 2. Wyznaczy¢ rownanie plaszczyzny przechodzacej przez dane punkty
P=(0,1,1); @ =(2,3,4); R=(4,2,1).

%
Uwaga 1. Majac dane wektory E}, b rownolegte do plaszczyzny, wektor nor-
malny plaszczyzny wyznaczymy najprosciej za pomocg iloczynu wektorowego

N=Tx0b.

O tym, ze réwnanie
Az +By+Cz+D =0

przedstawia plaszczyzne gdy [A, B, C] # [0,0,0] wiemy juz dzieki Twierdzeniu
Kroneckera-Capellego poniewaz rzedy macierzy i macierzy uzupelnionej uktadu
ztozonego z jednego rownania sa rowne jeden. Stad mamy nieskonczenie wiele
rozwigzan zaleznych od dwoéch parametréw, czyli plaszczyzne.

Prosta w R?

- =
Posta¢ parametryczna prostej o danym wektorze kierunkowym k # 6,
przechodzacej przez punkt Py:

%
o X =PFy+tk gdziet € R.
%
Dla Py = (z0,¥0,20) i k = [a,b, ] dostajemy:

T =x9+ at
Yy =1yo + bt
z=2z9+ct

Posta¢ kanonicznas:

T—Tp Y—Yo 22— 20
a b c

Zredukowana posta¢ kanoniczna prostej rownoleglej do ptaszcezyzny Ozy:

T—a _ Y=o
a b’

zZ = Z0.



