Wyznacznik
Def. 1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej nazywamy funkcje, ktora kazdej
macierzy A = (a;;) przyporzadkowuje liczbe det A zgodnie z nastepujacym sche-

matem indukcyjnym:

1. Dla macierzy A = (aj1) stopnia 1:

det A := aqq,

2. Dla macierzy stopnia n > 2:
n
det A := Z(—1)1+ja1j det Alja
j=1

gdzie A;; oznacza macierz powstala z macierzy A przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.

Wyrazenie (—1)i*7 det A;; nazywamy dopetnieniem algebraicznym wyrazu

a;j. Stosujemy réwniez oznaczenie |a;;| := det(a;; ).
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Wn. 1 (Wyznacznik macierzy stopnia 2:). a a = a11092 — 12091
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Uwaga 1. Wzo6r Sarrusa stosujemy tylko i wylacznie do macierzy stopnia 3!!!

Rozwiniecie Laplace’a

Twierdzenie 1. Wyznacznik macierzy A = (a;;) jest rowny rozwinieciv wzgle-
dem dowolnego wiersza lub dowolnej kolumny:

n
o det A:= Y (—1)*ay; det Ay,
j=1
(rozwiniecie wzgledem k-tego wiersza)
o det A := Z(_l)i+kaik det A;p
i=1

(rozwiniecie wzgledem k-tej kolumny)



Wilasnosci wyznacznika

1. det A = det AT.

2. det I,, = 1.(macierz jednostkowa dowolnego stopnia ma wyznacznik rowny
1)

3. Wyznacznik macierzy trojkatnej jest réwny iloczynowi wyrazéw glownej
przekatne;j.

4. Jedli w macierzy zamienimy miejscami dwa wiersze (dwie kolumny), to
wyznacznik zmieni znak na przeciwny.

5. Jesli macierz A posiada dwa jednakowe wiersze (kolumny), to det A = 0.
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6. det | awy |=adet| wg |(zdowolnego wiersza (kolumny) mozna wyciagnac
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stala przed wyznacznik).
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i analogicznie dla kolumn.
8. Jezeli macierz A ma zerowy wiersz (kolumne), to det A = 0.

9. Jezeli do dowolnego wiersza (kolumny) macierzy dodamy dowolna kombi-
nacje liniowa pozostalych, to wyznacznik nie zmieni sie.

Uwaga 2. Wlasnosci 6., 9. pozwalaja zastosowaé metode Gaussa do szybkiego
obliczania wyznacznikéw dowolnego stopnia. Po wyzerowaniu wszystkich poza
jednym wyrazow wiersza (kolumny) rozwiniecie Laplace’a obniza o jeden stopien
wyznacznika.

Uwaga 3. Rzad macierzy kwadratowej A stopnia n jest rowny n < det A # 0.

Def. 2. Macierz kwadratowa A nazywamy nieosobliwg gdy det A # 0, (a
osobliwg gdy det A =0 .



Twierdzenie 2 (Cauchy’ego).
det A- B =det A-detB.

Wn. 3. Macierz osobliwa nie ma macierzy odwrotnej.

Algorytm wyznaczania macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3. Dowolna macierz nieosobliwa A = (a;;) ma macierz odwrotng
A7L = (b)) Jej wyrazy wyznaczamy ze wzoru:

by — (—1)"7 det A
det A
(gdzie (—1)""9 det Aj; jest dopetnieniem algebraicznym wyrazu aj;).
Algorytm wyznaczania macierzy odwrotnej:
1. Obliczamy det A. A~! wyznaczamy tylko w przypadku det A # 0.
2. Wyznaczamy macierz dopetnien algebraicznych D := ((—1)"7 det A;;).

3. Transponujemy macierz D. Macierz A% := DT nazywa sie macierzq dotgc-
zong.
—1_ _1 . 4d
4. A7 = 5 - AY
Uklad m réwnan liniowych z n niewiadomymi
1171 + a12%2 + ... + a1, = by ail 012

a171 + a2 + ... + a2,Tn, = bo . a1 22
Macierz ukladu: A :=

Am1T1 + AGm2X2 + ... + ATy = bm Gm1 Am2
aill a12 A1n ‘ b1

azi a22 a2n \ b2

Macierz uzupelniona: U :=

Aml  Am2 o Gmp | bm
Macierzowy zapis ukladu
AX =B
I by
T2 b2
gdzie A jest macierza uktadu, X = . |, B = . sa odpowiednio
Ty, b

wektorami niewiadomych i wyrazéw wolnych.

Przyktady: 1. Rozwiaza¢ uklady réwnan:
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a2n

amn
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Twierdzenie 4 (Kroneckera-Capellego). Niech A, U bedg odpowiednio macierzg
© macierzq vzupetniong uktadu rownan lintowych z n niewiadomymi. Uktad ten
ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy rA = rU. Jesli rA = rU = n, to
uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie. Jesli rA = rU = k < n, to uktad ma
nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od n — k parametréw.

Uwaga 4 (Ogodlna postac¢ rozwigzanias).

n—k
X =Xo+ Y tiX

i=1

Jesli rA # rU, to uktad nie ma rozwigzania. Taki uktad nazywamy sprzecznym.

Uklady jednorodne

Def. 3. Uklad rownaii AX = B nazywamy jednorodnym gdy wektor B wyrazoéw
wolnych jest wektorem zerowym.

Wn. 4. Uktad jednorodny zawsze ma rozwigzanie. Ma ono postac:

n—k
X = Z ti X,
i=1

Uwaga 5. Rozwigzanie uktadu niejednorodnego dostajemy dodajac do dowol-
nego wektora X, spelniajacego uktad rozwigzanie ukltadu jednorodnego.

Uklady Cramera

Def. 4. Uktadem Cramera nazywamy ukilad n réwnan z n niewiadomymi,
ktorego macierz jest nieosobliwa.

Twierdzenie 5 (Cramera). Uktad Cramera ma dokladnie jedno rozwigzanie.

Jest ono okreslone wzorem:
det Aj

T et A
gdzie dla j € {1,...,n}, A; oznacza macierz powstatq po zamianie w macierzy
A uktadu j-tej kolumny, kolumng wyrazéw wolnych B.

Uwaga 6. Uklad Cramera AX = B mozna réwniez rozwiaza¢ wyznaczajac
X = A™'B z réwnania macierzowego. Najszybsza jest jednak metoda Gaussa!



xr1 +x9 —x3 = 0
rKT —x9 “4x3 = 2
Ty +xro 4x3 = 4

Algorytm odwracania macierzy oparty na eliminacji Gaussa:
1. Obok macierzy A piszemy macierz jednostkowa tego samego stopnia,

2. Za pomoca operacji na wierszach tak zbudowanej (podwodjnej) macierzy
sprowadzamy A do postaci jednostkowej,

3. Wyjséciowa macierz jednostkowa zostaje przeksztatcona w A~1.



