Przestrzen wektorowa R"”

Def. 1. Rzeczywista n-wymiarowa przestrzenig wektorowa (liniowa) R™ na-
zywamy zbior n-wyrazowych ciagéw liczb rzeczywistych [z1, 2, ..., ] 7 naste-
pujacymi dzialaniami dodawania wektoréw i mnozenia wektoréw przez liczby:
[1:17 T2y eney zn] + [yla Y2, -ees yn] = [1'1 +y1,x2+y2, -y xn+yn]7 a- [Ila L2y -ees In] =
[a-x1,a-29,...,a - x,]. wektory oznaczamy:

7= [X1, T2, ..., Ty].

Tloczynem skalarnym wektorow z, 7 nazywamy liczbe: Zo 7 = T1y1 +T2yo +
e + TpYn. Wektory T, 7 nazywamy prostopadtymi gdy 7o 7 = 0. Dtugoscig
wektora 7 nazywamy o

Wiasnosci przestrzeni R”
Wektor zerowy to 0 := [0,0, ..., 0]
L. Z7+0="7
2. T+ Y=Y +7
3. dla kazdego T istnieje 7, taki ze @ + 7 = ﬁ
(wektor przeciwny ¥ = — ')
4.1.7 =7
5. a(Z +7Y)=aZ +ayf
6. (a+b)7 =a? +b7
7. a(b@) = (ab) @

Uwaga 1. Dowolny zbior "wektoréow"V z dzialaniami dodawania i mnozenia
przez liczby, ktore spetniaja warunki 1.,...,7. nazywamy przestrzenig liniowq.

Liniowa niezaleznosé wektorow

Def. 2. Kombinacja liniowa wektoréw ?1, ?2, e o0 wspotczynnikach aq, as, ...

nazywamy wektor
k
Zai?i = a17i + ag?g + ...+ ak?k.
=1

Def. 3. Moéwimy, ze wektory T, Doy, T sa liniowo niezalezne gdy z ze-
rowania sie dowolnej ich kombinacji liniowej wynika zerowanie sie wszystkich
wspotczynnikéw tej kombinacji.

k

%
ZaiYi: 0 =a1=ay=..=a=0.
i=1

, Ok



Uwaga 2. Wektory sa liniowo z_a)leine gdy istnieja takie aq, ag, ..., aj, nie wszyst-
kie réwne 0, ze Zle a;7;=0.

Twierdzenie 1. Wektory sq liniowo zalezne < jeden z nich mozna zapisaé jako
kombinacje liniowq pozostatych.

Def. 4. Maksymalny uklad wektoréw liniowo niezaleznych nazywamy bazq.
Tloé¢ wektoréw bazy nazywamy wymiarem przestrzeni. Baze kanoniczng prze-
strzeni R? tworza wektory [1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]. Analogicznie dla dowolnego
n.

Twierdzenie 2. Wektory T, T T tworzq baze przestrzeni < kazdy wek-
tor mozna zapisaé jednoznacznie w postaci ich kombinacji liniowej.

Macierz

Def. 5. Niech i € {1,...,m}, j € {1,...,n}. Macierzq o m wierszach i n kolum-
nach nazywamy dowolna funkcje, ktora wszystkim parom (i, j) przyporzadko-
wuje liczby rzeczywiste a,;. Stosujemy oznaczenia: A, Apxn, (@ij), (@ij)mxn-

a1 ai2 A1n

. Lo azi a22 - Q2p
Macierz zapisujemy:

am1  Am2 ceo Omp

Wiersze macierzy sa wektorami przestrzeni R™ a kolumny R™. Macierz
mozna natomiast traktowa¢ jako wektor przestrzeni R™™. (m X m)-macierze
nazywamy kwadratowyms.

Dzialania na macierzach

Macierze o tych samych wymiarach dodajemy i mnozymy przez liczby tak
samo jak wektory przestrzeni R™ ™ tzn.:c- (aij)mxn = (¢* @ij)mxn; (@ij)mxn +
(bij)mxn = (@ij + bij)mxn-
Def. 6. Iloczynem macierzy (a;j)mxk 1 (bij)kxn Nazywamy macierz (¢i;)msxn.
ktorej wspotczynniki sg okreslone wzorem:

k
Cij 1= Zail “bij = a1 - bij + @i - boj + ... + aig - by
1=1
(wyraz ¢;; macierzy wyniku jest iloczynem skalarnym i-tego wiersza pierwszej i
j-tej kolumny drugiej macierzy.)

Uwaga 3. 1. Mozna mnozy¢ macierze tylko wtedy, gdy wiersze pierwszej sa
tej samej dlugosci co kolumny drugiej, czyli gdy pierwsza ma tyle samo
kolumn co druga wierszy.

2. Mnozenie macierzy nie jest przemienne!



o Transpozycjy macierzy A = (a;j)mxn Nazywamy macierz AT | ktorej wier-

szami sg kolumny macierzy A (a kolumnami oczywiscie wiersze macierzy
A).

e Macierz kwadratows (a;;) nazywamy:

diagonalng gdy a;; = 0 dla i # j (zera poza glowna przekatna),
trojkatna gorna gdy a;; = 0 dla ¢ > j (zera pod gléwna przekatna),

trojkatna dolng gdy a;; = 0 dla i < j (zera nad gléwna przekatna).

e Macierza jednostkowa nazywamy macierz diagonalna, dla ktérej dodat-

kowo a;; = 1 czyli na gléwnej przekatnej stoja jedynki. Macierze jednost-
kowe oznaczamy I lub I, gdy chcemy podaé wymiar.

o Jesli tylko dziatania sa wykonalne to dla dowolnych macierzy A, B i jed-

nostkowej I mamy Al = AiIB = B.

e Macierza odwrotng do macierzy kwadratowej A nazywamy macierz A1,

takgze A- A"l =A"1. A=1.

Wlasnosci dzialan na macierzach
Jesli tylko wskazane dziatania mozna wykonaé, to:

1
2
3
4

o Ot

7

. (A+B)+C=A+(B+C)
_A+B=B+A

A (B+C)=A-B+A-C
(A+B).C=A.-C+B-C
_A-(B-C)=(A-B)-C

. (A-B)T =BT . AT
_(A-B)l=pB"1.4"!

Przyktad: 1. Wyznaczyé macierze X, Y z rOwnan:

e A-X+B=C

o Y.-D-E=Y.F.



Rzad macierzy

Twierdzenie 3. W dowolnej macierzy maksymalna ilos$é liniowo niezaleznych
wierszy jest rowna maksymalnej ilosci lintowo niezaleznych kolumn.

Def. 7. Rzedem macierzy A nazywamy maksymalng liczbe jej liniowo nieza-
leznych wierszy (lub kolumn). Rzad macierzy A oznaczamy rA.

Twierdzenie 4. Rzqgd macierzy A nie zmieni sie gdy:
1. dowolny wiersz pomnozymy przez liczbe rézng od zera,
. dowolnie zmienimy kolejno$é wierszy,
. do wiersza dodamy kombinacje liniowq innego wiersza,

2
3
4. wykreslimy wiersz ztozZony z samych zer,
5. przetransponujemy macierz,

6

. wykonamy jakgkolwiek z operacji 1.2.3.4. na kolumnach.

Rzad macierzy schodkowej

0 2 2 3 5 1 2 3 4 5

00 2 1 3 01 10 2
Przyktad: 2. r 0003 4|~ 3. r 000 1 -4|= 4.

0 00 00O 0 0 0 O 1

Def. 8. Macierza schodkowq nazywamy macierz, ktérej pierwsze niezerowe ele-
menty kolejnych niezerowych wierszy znajduja sie w coraz dalszych kolumnach,
a wiersze zerowe umieszczone sg najnizej.

Twierdzenie 5. Rzqd macierzy schodkowej jest rowny ilosci niezerowych wier-
szy (czyli ilosci schodkow).

Uwaga 4. Pierwsze niezerowe elementy kazdego wiersza nazywamy elementami
gtownymi (wiodgeymi). Wygodnie, gdy sa jedynkami, wtedy rzad macierzy jest
réwny ilodci gtéwnych jedynek.

Wyznaczanie rzedu macierzy metoda eliminacji Gaussa
Dowolng macierz sprowadzamy do postaci podanej w twierdzeniu za pomoca
operacji, ktore nie zmieniaja rzedu:

1. Jako pierwszy ustawiamy wiersz, ktory najwczesniej ma niezerowy wyraz,
2. jedynke gléwna dostajemy dzielac wiersz przez pierwszy niezerowy wyraz,

3. zera pod jedynka gléwna dostajemy odejmujac odpowiednie kombinacje
wiersza z jedynka gléwna od wierszy znajdujacych sie nizej,

4. opisang operacje powtarzamy dla kolejnych wierszy, az do uzykania postaci
schodkowe]j macierzy.



12 3 4 ? 1 i
Przyktad: 3. Wyznaczy¢ rzedy danych macierzy: | 2 1 1 0 {, 1 3 5
3 0 -1 —4 9 3 7

Uwagi do eliminacji Gaussa

1. Jedynke gléwna mozna tez niekiedy uzyskaé zamieniajac wiersze miej-
scami.

2. Pojawiajace sie wiersze zerowe mozna wykresla¢ i nie pisa¢ ich w nastep-
nych krokach.

3. Latwo zauwazy¢ liniowa zalezno$é¢ dwoch wierszy, poniewaz sa one pro-
porcjonalne. Na kazdym etapie jeden z takich wierszy mozna wykresli¢.
Zostawiamy oczywiscie ten drugi!

4. Jesli zauwazymy, ze wyrazy stojace pod pierwszym niezerowym wyrazem
pierwszego wiersza dzielg si¢ przez ten wyraz, to nie trzeba zamieniaé¢ go
w jedynke gltéwna.

Przyktad: 4. Badajac rzad odpowiedniej macierzy sprawdzi¢, czy wektory [2, 1,4, 3],
[1,1,1,1] i [1,2,3,4] sg liniowo zalezne.
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