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Cialo liczb zespolonych

Def. 1. Ciatem liczb zespolonych C nazywamy zbiér uporzadkowanych par
liczb rzeczywistych z nastepujacymi dziataniami dodawania i mnozenia:

(a,0) + (¢, d) := (a+¢,b+d),
(a,b) - (¢c,d) := (ac — bd, ad + bc).

Posta¢ algebraiczna:
z=x+ Yyl

x-czes$é rzeczywista, y-cze$¢ urojona. Liczby w postaci algebraicznej mnozymy
jak wyrazenia algebraiczne uwzgledniajac réwnosé:

i’ =-1
Def. 2. Sprzezeniem liczby zespolonej z = x + yi nazywamy liczbe zespolona:
zZ=x — yi.

Regula dzielenia: Licznik i mianownik mnozymy przez sprzezenie mi-
anownika. Wlasnos$ci sprzezenia:

1. 21+20=71+ 722

2. 21 23 =21 %29



Twierdzenie 1. Jezeli liczba zespolona z jest pierwiastkiem wielomianu o wspétczyn-
nikach rzeczywistych, to liczba Z réwniez.

Twierdzenie 2 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy zespolony wielomian
stopnia n > 1 ma pierwiastek w ciele liczb zespolonych C.

Modut i argument liczby zespolonej

Def. 3. Modulem liczby zespolonej z = x + yi nazywamy liczbe rzeczywista:

|z| :=V2z-Z =22+ 2.

Argumentem liczby z nazywamy dowolny kat ¢, taki ze

cosp = sing =

x
|2’ 2|

Piszemy argz. Dokladnie jeden argument danej liczby jest zawarty w przedziale
[0,27). Nazywamy go argumentem glownym i oznaczamy Argz. Interpretacja
geometryczna: Argument jest katem pomiedzy dodatnia polosia rzeczywista i

promieniem wodzacym punktu reprezentujacego dang liczbe, a modut odlegtos-
cig tego punktu od poczatku uktadu wspoélrzednych.

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

z=r(cosp +isinp)
gdzie r jest modutem a ¢ argumentem liczby z.

Przyktad: 1. 1. Zaznaczy¢ na plaszczyznie zespolonej zbior liczb spetniaja-
cych warunki

{ |2] <2
3
TS Argz < °F
2. Rownanie |z — zg| = r opisuje okrag o $rodku zj i promieniu r.
Wazne wzory trygonometryczne:
sin(a + ) = sina cos 3 + sin 3 cos a

cos(a + 3) = cosacos 3 — sin asin 3



Mnozenie liczb w postaci trygonometrycznej

7r1(cos 1 +isin 1) ra(cos pa+isin ps) = rira(cos(p1 +p2) +isin(pr +p2))
(Mnozac liczby zespolone mnozymy ich moduly i dodajemy argumenty.)

Twierdzenie 3 (Wzory Moivre’a). Dla dowolnej liczby zespolonej z = r(cos o+
isin) i liczby naturalnej n zachodzi:

1. 2™ = r"(cosnp + isinny),
2. istnieje doktadnie n réznych pierwiastkow /z, ktére wyrazajq sie wzorem:
2, = {Y/r(cos £ 4 jsin L2
dla k=0,1,2,....n — 1.

Przyktad: 2. Wielomian W (z) = x* 4 4 rozlozy¢ na czynniki stopnia 2.
Postaé wykladnicza liczby zespolonej:

e'? 1= cos p + ising

Whn. 1 (Wlasnoéci symbolu ei?). 1. [e¥?| = 1; arge™ = o + 2km; €% =
eiga+2k7r.

2. ciP1pive — ei(%-s-wz);

elpt

— Li(p1—p2).
elp2 ¢ ’

4. (e")F = etk
Wn. 2 (Wzory Eulera).

el 4 e~ ) el _ p—iT
COSCU:#; Ssmyr = ———

2

Przyktad: 3. Stosujac wzory Eulera wyrazi¢ sin®z i cos? x za pomoca cos 2:

Wzory Moivre’a w postaci wykladniczej
Dla z = re'?

n __ ,.n,yine.
1. 2™ = r"en?;
2. istnieje doktadnie n roznych pierwiastkow {/z, ktore wyrazaja sie wzorem:
- o+2kT
2k = re'n

dlak=0,1,2,..,n— 1.



