Przeksztalcenia liniowe

Def. 1. Przeksztatceniem liniowym (operatorem liniowym) rzeczywistych prze-
strzeni liniowych U i V nazywamy dowolng funkcje L : U — V spelniajaca
warunki:

1. L(d + v) = L(@) + L(?) dla dowolnych u, v € U,
2. L(at) = aL(u) dla dowolnych ¥ € U i a € R.
Uwaga 1. Warunki 1., 2. mozna zastapi¢ jednym warunkiem:
L(at@ + b0) = aL (@) + bL(?)
dla dowolnych u,v € U i a,b € R.

Twierdzenie 1. Przeksztatcenie liniowe L : U — V jest okreslone jednoznacz-
nie przez podanie obrazow wektorow dowolnej bazy przestrzeni U.

Przyklady z R?

Uwaga 2. W dowolnym przeksztatceniu liniowych wektor zerowy przechodzi w
wektor zerowy.

e Symetrie wzgledem osi uktadu wspoétrzednych.

e Symetria wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych.

e Symetria wzgledem prostej y = x.

e Jednokladnosé o srodku w poczatku uktadu wspoélrzednych i skali k.
e Obrét wokdt poczatku uktadu wspotrzednych o dowolny kat «.

e Rzuty prostokatne na Ox i Oy.

e Powinowactwo o osi Ox, kierunku Oy i skali k

[,y] = [z, ky].
e Przesuniecie o wektor [a, b] nie jest przeksztalceniem linowym.

Macierz przeksztalcenia liniowego

Def. 2. Niech By = {ui,u3, ..., tun} 1 By = {v1,03, ..., } beda bazami prze-
strzeni linowych U i V. Macierza przeksztalcenia liniowego L : U — V w bazach
By i By nazywamy macierz A,, x,, ktorej kolejnymi kolumnami sa wspotrzedne
w bazie By wektorow

L(#t), L), -, L(7)

(czyli obrazow kolejnych wektorow bazy By).



Uwaga 3. Najczesciej za By i By przyjmujemy bazy kanoniczne przestrzeni
R™ i R™. Gdy moéwimy o macierzy przeksztalcenia liniowego nie wskazujac baz
zawsze mamy na my$li bazy kanoniczne.

Uwaga 4. Dla dowolnej macierzy A = A,,x, istnieje przeksztalcenie liniowe
L : R®" — R™ o macierzy A w bazach kanonicznych (lub dowolnych innych
bazach).

Twierdzenie 2 (O postaci przeksztalcenia liniowego). Niech A = A, %, bedzie
macierzqg przeksztatcenia liniowego L : U — V' w bazach By, By i niech

T 1

T2 . Y2
T = 1 Yy = .

Tn Ym

bedg odpowiednio macierzami wspdtrzednych wektoréw @ i L(@) w tych bazach.
Wowczas
y = Ax.

Uwaga 5. Sktadaniu przeksztatceii liniowych odpowiada mnozenie ich macierzy.
Doktadniej jesli A jest macierza przeksztalcenia L : R™ — R™ i B jest macierza
przeksztalcenia K : R™ — RF, to B- A jest macierza ztozenia KoL : R® — R,

Przyklady macierzy przeksztalcen liniowych przestrzeni R?

e Symetrie wzgledem osi Oz i Oy: { (1) _01 ]i { 61 (1) } .

Symetria wzgledem (0,0): —J = [ _01 _01 }

Jednoktadnosé o srodku (0,0) i skali k: [ ]S 2 };

Powinowactwo o osi Ox, kierunku Oy i skali k: [ (1) 2 ] ;

Symetria wzgledem prostej y = a: [ (1) (1) } ;

cosa —sina
sina  cos«

Obrét o kat a wokdt poczatku uktadu wspotrzednych: [

Rzuty prostokatne na osie Oz i Oy [ (1) 8 ] i [ 8 (1) }



Jadro i obraz przeksztalcenia liniowego

Def. 3. Jgdrem przeksztalcenia liniowego L : U — V nazywamy zbiér KerL

okres§lony wzorem:
KerL = {u € U : L(d) = 0}.

Def. 4. Obrazem przeksztatcenia liniowego L : U — V nazywamy zbiér ImL

okreslony wzorem:
ImL ={L(@): 4 €U},

czyli zbior takich wektorow o przestrzeni V', ktore sg obrazami wektorow prze-
strzeni U w przeksztalceniu L.

Twierdzenie 3. Jgdro przeksztatcenia liniowego L : U — V jest podprzestrze-
niqg przestrzeni U, a jego obraz podprzestrzeniq przestrzeni V.

Def. 5. Przestrzeniq zerowq (ang. nullspace) dowolnej macierzy A € M,,xn
nazywamy zbior wszystkich takich wektorow = € R", ze Az = 0.

Fakt 4. Dla dowolnej macierzy A € M, «,, przeksztatcenie
L:R" - R™, xw— Az
jest lintowe oraz:
1. KerL jest przestrzeniq zerowq macierzy A,

2. ImL jest przestrzeniqg kolumn macierzy A.

Przyklady

e Jadro obrotu wokél poczatku ukladu wspoétrzednych o dowolny kat o
sktada sie tylko z wektora zerowego, a jego obrazem jest cala plaszczy-
zna.

e Jadrem rzutu na Ox w R? jest Oy, czyli lin{[0, 1]}, a obrazem Ow, czyli
lin{[1,0]}.

e Dlaprzeksztatcenia L : R? — R3; [x,y,2] = [z,y,0] KerL = lin{[0,0, 1]},
ImL = lin{[1,0,0],[0,1,0]} Jest to rzut na plaszczyzne 2Oy w kierunku
Oz.

e Dla przeksztalcenia L : R® — R; [z,y,2] — = —y + 2; jadrem jest
plaszczyzna o réwnaniu x — y + z = 0, a obrazem cala przestrzen R.

e Wyznaczy¢ jadra i obrazy przeksztalcen:
L L: R* =R [z,y] = [z +y,22 —y,y);
2. L: R =R [1,y,2] = [x+y—2220+3y+ 22— T7z];
3. L: R¥ = RY [1,y,2] = [+ 2y + 32,y +22,—2 + 2,y + 22].



Algorytm wyznaczania jadra i obrazu
Jadro i baze obrazu przeksztalcenia liniowego o macierzy A € M, x,, mozna
znalez¢ nastepujaco metoda eliminacji Gaussa:

1. Tworzymy podwéjng macierz [Z,|AT].

2. Za pomoca operacji elementarnych na wierszach podwojnej macierzy spro-
wadzamy AT do postaci schodkowej.

3. Niezerowe wiersze przeksztalconej macierzy AT tworza baze obrazu.

4. Wiersze przeksztalconej macierzy 7, stojace przed wierszami zerowymi
przeksztalconej macierzy A7 tworzg baze jadra.

Twierdzenie 5. Niech L : U — V bedzie dowolnym przeksztatceniem liniowym
przestrzeni U w dowolng przestrzenn V. Wowczas wymiar przestrzeni U jest
rowny sumie wymiarow jedra i obrazu przeksztatcenia L.

dim(U) = dim(KerL) + dim(ImL).

Izomorfizmy liniowe

Def. 6. Wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie L : U — V nazywamy izo-
morfizmem. Przestrzenie liniowe U i V nazywamy izomorficznymi, gdy istnieje
izomorfizm L : U — V.

Wn. 1. Jesli L: U — V jest izomorfizmem, to

1. KerL = {6}, gdzie 0 jest wektorem zerowym przestrzeni U;
ImL =V;
dimU =dimV;

e

Jesli U 1V sq skonczenie wymiarowe, to macierz przeksztatcenia L w
dowolnych bazach jest nieosobliwa.

Przyktad 1. Przestrzen liniowa M,, «,, jest izomorficzna z przestrzenig wekto-
rowg R™ ™.
Endomorfizmy i automorfizmy liniowe

Def. 7. 1. Dowolne przeksztalcenie liniowe L : V — V przestrzeni liniowej
w siebie nazywamy endomorfizmem.

2. Dowolny endomorfizm, ktory jest izomorfizmem (czyli przeksztatceniem
wzajemnie jednoznacznym) nazywamy autornorfizmem liniowym.

Wn. 2. Macierz endomorfizmu przestrzeni R™ jest macierzq kwadratowq stop-
nia n.

Wn. 3. Macierz dowolnego automorfizmu liniowego L : R™ — R"™ jest nieoso-
bliwa, KerL = {0}, dim(ImL) = n.



Podprzestrzenie niezmiennicze ednomorfizméw

Def. 8. 1. Podprzestrzen W przestrzeni V' nazywamy podprzestrzenia nie-

zmienniczg endomorfizmu L przestrzeni V, gdy

L(W) cCW.

2. Liczbe A nazywamy warto$cig wtasng endomorfizmu L, gdy istnieje nie-

zerowy wektor v € V' taki, ze
L(7) = A\v.

3. Kazdy niezerowy wektor ¢ spelniajacy powyzsza réwnosé nazywamy wek-

torem wtasnym odpowiadajgcym wartosci wlasnej .
Przyklady

1. Rzut na Ox ma dwie wartosci wlasne A\; = 11 Ay = 0. Wartosci wlasnej A\;
odpowiadaja wektory wlasne z lin{[1,0]}, a wartosci wlasnej Ay wektory
z lin{[0, 1]}.

2. Symetria wzgledem Ox ma wartosci wiasne 1,—1. Wartosci wlasnej 1
odpowiadaja wektory wlasne z lin{[1, 0]}, a wartosci wlasnej —1 wektory
7 1in{[0, 1]}.

3. Symetria wzgledem prostej y = x ma te same wartosci wlasne, co symetria
wzgledem Oz, ale odpowiadaja im wektory wtasne [1,1] 1 [1, —1].

4. Powinowactwo o osi Oz, kierunku Oy i skali kK ma wartosci wlasne 11 k.
Odpowiadaja im wektory wlasne [1,0] i [0, 1].

5. Jednoktadnosé o skali k ma podwdjng wartos¢ wlasng k. Kazdy niezerowy
wektor plaszczyzny R? jest jej wektorem wiasnym.

6. Obrot o kat o # 0, 7 nie ma wartosci i wektoréw wilasnych.

7. Rzut na xOy w kierunku Oz ma podwodjng warto$¢ wlasng 1 i wartosc

wtasna 0.

Twierdzenie 6. 1. Zbior Wy := {0 € V : L(7) = AU} wszystkich wektoréw

2.

3.

wtasnych endomorfizmu L odpowiadajgcych ustalonej wartosci wtasnej \
jest podprzestrzeniq niezmienniczg.

Jesli A jest macierzq endomorfizmu L, to A jest jego wartosciq wtasng
wtedy i tylko wtedy, gdy

det(A — A7) = 0;

W jest przestrzeniq zerowq macierzy A — A\T.



Def. 9. Wielomian w(\) = det(A — A\Z) nazywamy wielomianem charaktery-
stycznym endomorfizmu L, réwnanie det(A — AZ) = 0 jego réwnaniem charak-
terystycznym.

Uwaga 6. Pojecia rownania charakterystycznego oraz wartosci i wektoréow wita-

snych przenosimy z endomorfizméw na macierze.

¢ Rownanie det(A — \Z) = 0 nazywamy réwnaniem charakterystycznym
macierzy A.

e Pierwiastki rownania charakterystycznego macierzy A nazywamy jej war-
tosciami wtasnymi.

T

T2

e Dowolny niezerowy wektor x = spelniajacy réwnanie Ax = Az

L
nazywamy wektorem wlasnym odpowiadajgcym warto$ci wtasnej A.

Def. 10. Zbiér wszystkich wartosci wtasnych macierzy nazywamy jej widmem
(spektrum).

Twierdzenie 7. 1. Wektory wtasne odpowiadajgce réznym warto$ciom wta-
snym sq liniowo niezalezne.

2. Jezeli endomorfizm liniowy L : R™ — R™ ma n réinych wartosci wta-
snych, to odpowiadajgce im wektory wltasne tworzq baze przestrzeni R™.

3. Macierz endomorfizmu liniowego w bazie jej wektorow wtasnych ma postaé

diagonalng:
A 0 .0
0 X ... O
A= . . . .
0 0 .. X\

gdzie \1, A, ..., Ay 8¢ wartoSciami wtasnymi, ktorym odpowiadajq kolejne
wektory bazy wektoréw wtasnych.

Zastosowanie iloczynu wektorowego do wyznaczania wektorow wla-
snych

Jesli macierz kwadratowa A stopnia 3 ma jednowymiarowa podprzestrzen
niezmienniczg Wy, to macierz A—\I ma rzad réwny 2 i po wykresleniu jednego z

wierszy redukuje sie do postaci Zl 22 Z?’ . Wektor wtasny odpowiadajacy
1 02 03
wartosci wtasnej A mozna wtedy wyznaczy¢ ze wzoru: 42 a3 |91 ds
by b bi b3
i j k
a; az az |, gdzie i,7j,k sa wektorami bazy kanonicznej.
b1 by b3

aj
by

as
ba

r



Uwaga 7. Tak okreslony wektor nazywa sie iloczynem wektorowym wektoréow
a = [a1,a2,a3]" 1 b= [by,by,bs]".

Przyklady

1. Wyznaczy¢ wartosci wtasne i odpowiadajace im podprzestrzenie wektorow
wlasnych podanych endomorfizméw:

a) L: R?> - R% [z,9] — [z +y,y]. Przeksztalcenie to nazywamy
Scieciem o osi Ox.

b) L: R® = R3 [z,y,2] = [22+ 3y + 2,y + 2,22].

2. Wyznaczy¢ wartodci i wektory wlasne podanych macierzy:

4 2 3
a) | 0 -1 1 [;
0 0 1
1 2 3
by |1 2 3/
12 3
[a 1 0
b) | 0 a 1 | (taka macierz nazywamy klatkq Jordana).
0 a

Zmiana bazy

T 1
Przyktad 2. Wektor x = | zo | zapisac¢ jako kombinacje wektoréow by = | 0 |,
T3 0
1 1 )
bo = | 1 | iby = | 1 |, czyli znalezé taki wektor 2’ = | 2 | , ze v =
0 1 xh

2y by + abbs + akbs.

Def. 11. Macierzq przejscia z bazy kanonicznej do bazy B = {b1,ba,...,bn}
przestrzeni liniowej R™ nazywamy macierz, ktorej kolumnami sg wspotrzedne w
bazie kanonicznej kolejnych wektoréw bazy B.

Uwaga 8. W Def.11 baze kanoniczng mozna zastapi¢ dowolna inna baza.

Uwaga 9. Macierz przejicia z bazy kanonicznej do bazy B jest macierza w ba-
zie kanonicznej automorfizmu liniowego przeprowadzajacego baze kanoniczng w
baze B.

Twierdzenie 8. Jesli P jest macierzq przejscia z bazy kanonicznej do bazy B,

X x)
To @
ax = |, = . wektorami wspotrzednych dowolnego wektora w



bazie kanonicznej i odpowiednio w bazie B, to
o' =Ptz (z=Pr).

Twierdzenie 9. Jezeli P jest macierzq przejscia z bazy kanonicznej do bazy B,
A macierzq endomorfizmu L w bazie kanonicznej, a A’ jego macierzq w bazie
B, to A = P71AP.

Def. 12 (Macierze podobne). Niech A, B beda macierzami kwadratowymi
stopnia n. Mowimy, ze macierz B jest podobna do macierzy A, gdy istnieje
macierz nieosobliwa P taka, ze B = P~ 1AP.

Fakt 10. Relacja podobienstwa macierzy jest relacjg réwnowaznosci.

Wn. 4. Macierze A, A’ sq podobne wtedy i tylko wtedy, gdy sq macierzami tego
samego endomorfizmu w pewnych bazach.

Fakt 11. Macierze podobne majg te same wyznaczniki, réwnania charaktery-
styczne i wartosci wtasne.
Macierze diagonalizowalne, rozklad A = PAP!

Def. 13. Macierz podobna do macierzy diagonalnej nazywamy macierza dia-
gonalizowalng.

Twierdzenie 12. Macierz kwadratowa jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy,
gdy ma baze wektorow wtasnych.

Wn. 5. Macierz ktéra ma baze wektorow wtasnych ma rozktad
A= PAP!,

gdzie P jest macierzq przejscia z bazy kanonicznej do bazy wektorow wtasnych, a
A jest macierzq diagonalng, ktdrej przekgtng tworzg wartosci wtasne macierzy
A, brane w tej samej kolejnosci, co odpowiadajgce im wektory wtasne, czyli
kolumny macierzy P.

Przyktady: 1. 1. Wyznaczy¢ wspolrzedne wektora [5, 7] w bazie B = {[2,1], [3, 2]},

wyznaczy¢ macierz powinowactwa L : [z,y] — [z,2y] w tej bazie. Czy
otrzymana macierz jest diagonalizowalna?

2. Sprawdzié¢, czy macierz $ciecia L : [z, y] — [z, z +y] jest diagonalizowalna.

2 1 1
3. Endomorfizm liniowy ma w bazie kanonicznej macierz A= | 0 3 1
0 0 4
Wyznaczy¢ jego macierz w bazie {[1,0,0],[1,1,0],[1,1,1]}.
1 2 3
4. Wyznaczy¢ rozklad A = PAP~! dla macierzy A= | 1 2 3
1 2 3



Slad macierzy

Def. 14. Sladem macierzy kwadratowej nazywamy sume jej wyrazow gtownej
przekatnej. Slad macierzy A oznaczamy tr(A). Stosuje sie tez oznaczenia Tr(A)
i trace(A).

Twierdzenie 13. 1. tr(A+ B) = tr(4) + tr(B);
2. tr(rA)=rtr(A);
3. tr(AB) = tr(BA).
Wn. 6. 1. Macierze podobne majq jednakowe sSlady.

2. Slad macierzy diagonalizowalnej jest sumq jej wartosci wtasnych (branych
z krotnosciami).

Potega macierzy diagonalizowalnej

Twierdzenie 14. Niech A bedzie macierzqg kwadratowq stopnia n o wartosciach
wlasnych A1, Aa, ..., \p ¢ odpowiadajgcych im wektorach wtasnych vy, va, ..., vy,
ktore tworzq baze przestrzeni R™. Wowczas dla dowolnego k € N:

Moo o0
k
aog | 0 0 S5
0 0 .. M\

n

gdzie S jest macierzq przejscia z bazy kanonicznej do bazy wektorow wtasnych.

0.3 21
0,7 | -

N OO

)

Przyktad 3. Obliczy¢: [ 8’



