
Metody algebry liniowej. Lista 3. Ukªady równa« liniowych, wyznaczniki.

1. Okre±li¢ ilo±¢ rozwi¡za« ukªadu równa« maj¡c dane: ilo±¢ niewiadomych n, rz¡d macierzy ukªadu rA i rz¡d

macierzy uzupeªnionej rU . W przypadku niesko«czonych zbiorów rozwi¡za« okre±li¢ od ilu parametrów

one zale»¡.

a) n = 4, rA = rU = 2; b) n = 5, rA = 2, rU = 3; c) n = 7 = rA = rU ; d) n = 8, rA = rU = 7.

2. Wykorzystuj¡c twierdzenie Kroneckera-Capellego rozwi¡za¢ podane ukªady metod¡ eliminacji Gausa:

a)


x1 +x2 +x3 +x4 = 4

2x1 −x2 +x3 = 2
4x1 +x2 +3x3 +2x4 = 6
3x1 −3x2 +x3 −x4 = 0

; b)


2x+ y + z = 5
x− 2y + 3z = 0
5x+ y + z = 8

2x+ 2y − 3z = 3

; c)


x+ y + z = 3
2x+ y − z = 2
3x+ y − 3z = 1

;

d)


x1 −x2 +x3 +x4 = 0

2x1 −x2 +x3 +3x4 = 0
−3x1 +x2 −x3 −5x4 = 0

x2 −x3 +x4 = 0

; e)


x1 +x2 +2x3 −x4 = 2
−x1 +x2 +2x3 +3x4 = 8
x1 +2x2 +5x3 +2x4 = 12

2x1 +3x2 +5x3 −3x4 = 4

.

3. Dla macierzy A =


1 −1 1 −1 1
2 2 3 3 3
3 3 2 2 2
3 −1 3 −1 3

 wyznaczy¢ bazy i wymiary przestrzeni jej wierszy i rozwi¡za«

ukªadu jednorodnego Ax = 0.

4. Obliczy¢ podane wyznaczniki ( w dwóch ostatnich wyci¡gn¡¢ staªe przed wyznaczniki):

a)

∣∣∣∣ 3 4
−5 −3

∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣ cosα − sinα
sinα cosα

∣∣∣∣; c)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
4 5 6

∣∣∣∣∣∣; d)

∣∣∣∣∣∣
5 3 1

−14 7 21
3 8 6

∣∣∣∣∣∣; e)

∣∣∣∣∣∣
15 25 10
−1 2 0
8 −16 6

∣∣∣∣∣∣.
5. Obliczy¢ wyznaczniki stosuj¡c rozwini¦cie Laplace'a wzgl¦dem wybranego wiersza lub kolumny:

a)

∣∣∣∣∣∣
4 6 1
0 0 5
2 5 2

∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣
3 5 0
3 1 5
1 3 0

∣∣∣∣∣∣; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 −3 5
0 5 0 6
1 0 0 7
2 −2 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣; d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 7 0 1
0 0 2 0 0
3 1 −5 0 2
4 −2 0 0 1
3 0 1 6 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

6. Korzystaj¡c z wªasno±ci wyznacznika upro±ci¢ i obliczy¢:

a)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
4 5 6
1 2 3
7 8 9

∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 3 4
1 2 1 2
1 0 2 3
3 −2 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 −3 −4
1 2 1 2
1 0 2 3
3 −2 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣; c)

∣∣∣∣∣∣
√
2 + 3

√
3 1 2

2
√
2 +
√
3 2 1

3
√
2− 2

√
3 3 1

∣∣∣∣∣∣.
7. Stosuj¡c metod¦ eliminacji Gaussa lub inne operacje elementarne na wierszach lub kolumnach upro±ci¢ i

obliczy¢:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 3 3 3
2 5 5 5
5 5 4 4
4 4 4 7

∣∣∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
8 4 4 4
5 5 5 5
3 6 9 3
2 4 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 1 1
1 1 0 2
3 3 1 3
2 2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣; d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 5 4 5
1 1 1 1 1
3 2 3 4 5
0 1 4 2 7
4 2 6 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

8. Korzystaj¡c ze wzoru Cramera znale¹¢ rozwi¡zania podanych ukªadów równa«:

a)

{
3x− 2y = 4
4x+ y = 7

; b)


x+ 2y + 3z = 1
2x+ 3y + z = 6
3x+ y + 2z = 5

; c)


x+ 2y + 3z = 2
4x+ 3y − z = 5
x− y + z = 6

.

9. Zbada¢ ilo±¢ rozwi¡za« ukªadów równani w zale»no±ci od parametru p:

a)


x+ py − z = 1
x+ 10y − 6z = p
2x− y + pz = 0

; b)


x+ 4y − 2z = −p
3x+ 5y − pz = 3
px+ 3py + z = p

.



10. Obliczy¢ dziel¡c macierz na bloki (w c) i d) najpierw stosownie przeksztaªci¢):

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 0 0
3 4 0 0 0
5 6 7 8 0
4 3 2 1 0
5 6 4 7 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 6 7 4 9
3 2 8 9 5 8
0 0 2 1 6 7
0 0 3 2 7 6
0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1 2
0 0 3 4
5 6 7 8
9 10 9 8

∣∣∣∣∣∣∣∣; d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 6
7 8 9 0 1 2
3 4 5 0 7 8
7 6 5 0 0 0
4 3 2 0 0 0
0 0 1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

11. Rozwi¡za¢ równania: a)

∣∣∣∣∣∣
1− x 1 1
1 1− x 1
1 1 1− x

∣∣∣∣∣∣ = 0; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 5
1 x 3 5
1 2 x 5
2 4 6 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8
1 3 9 27
1 4 16 64
1 x x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

12. Obliczy¢ wyznaczniki macierzy we wskazanych ciaªach:

a)

∣∣∣∣ 2 + i 3 + 2i
2 + 3i 1 + 2i

∣∣∣∣, ∣∣∣∣ 1 + 3i 4 + 3i
−(4− 3i) 1− 3i

∣∣∣∣ w C; b)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 0 1
2 3 4

∣∣∣∣∣∣, w Z5; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 1
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣, w Z2.

13. Wyznaczy¢ macierze odwrotne danych macierzy metod¡ dopeªnie« algebraicznych:

a)

[
5 4
3 2

]
; b)

 1 −2 8
0 2 4
0 0 1

; c)

 1 3 5
1 4 2
1 3 6

; d)

 1 2 3
2 1 3
3 3 5

.
14. Rozwi¡za¢ równania macierzowe:

a) X ·
[
3 5
1 2

]
+

 2 3
4 2
5 5

 =

 4 5
5 6
6 7

; b)

[
6 4
3 2

]
·X =

[
4 1
2 0

]
·X +

[
1 3 2
4 1 3

]
;

c)
1

6

[
7 5
4 3

]
·X ·

 2 0 0
0 3 0
0 0 1

 =

[
2 1 1
1 2 1

]
; d) X ·

 2 0 0
1 2 0
2 3 2

 = X +

 3 0 0
2 2 0
4 4 1

.
15. Dane s¡ permutacje σ =

(
1 2 3 4 5 6
3 6 1 2 4 5

)
i τ =

(
1 2 3 4 5 6
4 3 5 6 2 1

)
. Wyznaczy¢:

a) στ ; b) τσ; c) σ−1; d) σ2; e) τ3.

16. Dane permutacje przedstawi¢ w postaci iloczynów cykli rozª¡cznych i okre±li¢ ich znaki.

a) σ, τ z zad. 15; b) α =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 6 5 8 1 4 7 2

)
; c) β =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 7 2 9 4 1 3 5 8

)
;

d) obliczy¢: σ8, α12 i β13.

17. Dla wyznacznika macierzy A = [ai,j ] stopnia 7 okre±li¢ znaki jakie stoj¡ przy podanych jego skªadnikach:

a) a13a27a32a44a56a65a71; b) a15a23a31a46a54a62a77.

18. Wykaza¢, »e permutacje parzyste z dowolnej grupy Sn tworz¡ podgrup¦. Oznacza si¦ j¡ An. Czy permutacje

nieparzyste te» s¡ podgrup¡?

19. Wypisa¢ macierze permutacji Pσ i Pσ−1 dla danych permutacji σ ∈ S4:

a) (1, 3, 4); b) (1, 4, 3, 2); c) (1, 3)(4, 2).

20. Znale¹¢ tak¡ σ ∈ S3, »e Pσ ·

 0 0 1
2 3 4
0 5 6

 jest trójk¡tna górna.

21. Wyznaczy¢ pocz¡tkowe minory gªówne M1,M2,M3 macierzy A. Czy ma ona rozkªad A = LU (gdzie L
jest trójk¡tna dolna, a U trójk¡tna górna). Znale¹¢ tak¡ macierz permutacji Pσ i macierze trójk¡tne L,U ,

»e PσA = LU . a) A =

 1 1 2
3 3 4
4 5 6

; b) A =

 0 1 2
0 2 3
2 3 4

.


