
Metody algebry liniowej. Lista 2. Przestrze« Rn, macierze.

1. Wyznaczy¢ nast¦puj¡ce kombinacje liniowe wektorów:

a) 4 · [2, 1,−3] + 2 · [−1, 4, 1]; b) 2 · [5, 2,−1, 3]− 3 · [3, 3, 1, 2]; c) 2 · [1, 2,−1] + 4 · [1, 1, 1]− [6, 8, 2].

2. Wektor ~v zapisa¢ jako kombinacj¦ wektorów ~x = [1, 0, 0], ~y = [1, 1, 0] i ~z = [1, 1, 1]:

a) ~v = [4, 3, 2] b) ~v = [3, 2,−1]; c) ~v = [1, 5, 4].

3. Sprawdzi¢, które ze zbiorów s¡ podprzestrzeniami przestrzeni R3:

(a) W1 = {[x1, x2, x3] ∈ R3 : x1 + x2 = 1}, (b) W2 = {[x1, x2, x1 + x2] : x1, x2 ∈ R}, (c) W3 =
{[x1, x2, x3] ∈ R3 : x1+x3 = 0}, (d) W4 = {[x1, x2, x3] ∈ R3 : x1 ·x3 = 0}, (e) W5 = {[t, 2t, 3t] : t ∈ R}.

4. Sprawdzi¢ czy dane wektory s¡ liniowo zale»ne:

a) [1, 2, 1], [0, 2, 3], [0, 0, 3]; b) [1, 3, 1, 3], [3, 1, 3, 1], [1, 1, 1, 1] c) [1, 1, 2], [1, 1, 3], [1, 1, 5];
d) [1, 1, 1], [1, 2, 3], [3, 3, 3]; e) [1, 2, 1, 0], [5, 7, 9, 3], [1, 2, 3, 4]; f) [1, 1, 1, 1], [2, 3, 4, 5], [2, 4, 6, 8].

5. Sprawdzi¢, które z ukªadów wektorów s¡ bazami przestrzeni Rn, do której nale»¡:

a) ([1, 2, 3], [3, 5, 1], [5, 8,−1]); b) ([1, 1, 1, 2], [1, 1, 2, 1], [1, 2, 1, 1], [2, 1, 1, 1]).

6. Wyznaczy¢ wymiary danych podprzestrzeni odpowiedniej przestrzeni Rn i wskaza¢ ich przykªadowe bazy:

a) lin{[1, 2, 3], [1, 1, 2], [1, 3, 4]}; b) lin{[1, 1, 1, 1], [2, 1, 3, 2], [3, 4,−1, 5], [4, 4, 1, 6]};
c) lin{[1, 1, 2, 1], [1, 2, 1, 1], [2, 1, 5, 2], [2, 3, 3, 2]}; d) podprzestrzeni z zadania 3.

7. Sprawdzi¢, czy W1 = lin{[1,−1, 1, 1], [1, 1, 1,−1] ⊂W2 = lin{[1, 1, 1, 1], [0, 1, 1, 1], [0, 0, 1, 1]}.

8. Sprawdzi¢, czy lin{[1, 1, 1], [1, 2, 3]} = lin{[0, 1, 2], [1, 0,−1]}.

9. Dla danych podprzestrzeni U i W przestrzeni R4 wyznaczy¢ wymiary podprzestrzeni U +W i U ∩ V :

(a) U = lin{[1, 1, 1, 0], [2, 1, 3, 1], [1, 2, 0, 2]}, W = lin{[1, 0, 1, 1], [2, 1, 1, 2], [3, 2, 1, 3]};
(b) U = {[1, 2, 2, 3], [0, 1, 1, 2], [3, 2, 2, 1]}, W = lin{[1, 3, 1, 2], [0, 2, 0, 1], [2, 4, 2, 3]}.

10. Wyznaczy¢ rz¦dy macierzy. Wskaza¢ przykªadowe bazy ich przestrzeni wierszy:

a)

 2 1 3
4 2 6
−6 −3 −9

; b)

 5 6 2
−3 7 0
2 13 2

; c)


4 4 4
−1 3 7
5 6 7
9 8 7

; d)


3 2 4 2
−2 3 0 1
1 2 2 1
2 7 6 4

.
11. Wyznaczy¢ zredukowane postacie schodkowe danych macierzy i ich rz¦dy:

a)


3 2 1 0 2
0 5 2 3 1
0 0 4 2 6
0 0 0 1 1

; b)


0 1 1 2 1
0 2 3 4 2
0 4 5 8 4
0 3 5 6 3

; c)


1 2 −1 0 1
1 0 5 4 1
2 4 −1 2 3
2 2 5 6 3

.
12. Wykona¢ dziaªania z iloczynem skalarnym:

a) [1, 2, 3, 4] ◦ [2, 1, 3,−2]; b) [3,−3, 2] ◦ [3, 4, 1] + [−2, 1, 3] ◦ [3, 4, 1] c)
√

[2, 1, 2] ◦ [2, 1, 2].

13. Obliczy¢ mno»¡c wiersze przez kolumny:

a)
[
1 2 4

]
·

 4
−2
1

; b)

 4
−2
1

 · [ 1 2 4
]
; c)

[
2 −1 3
1 0 4

]
·

 3 2 2
5 1 −1
4 −1 2

;
d)
([ 1 −1

2 1

]
·
[
4 3
2 1

])
·
[
2 1
1 3

]
; e)

[
1 −1
2 1

]
·
([ 4 3

2 1

]
·
[
2 1
1 3

])
;

f)

[
4 3 2
11 −4 8

]
·

 4 −2
−1 8
0 1

+

[
6 7 8
−6 14 7

]
·

 4 −2
−1 8
0 1

; g)

 3 0 0
5 2 0
2 −2 1

 ·
 3 0 0

2 1 0
−1 3 4

.



14. Obliczy¢ mno»¡c kolumny przez wiersze i zapisuj¡c iloczyny w postaci sum macierzy rz¦du 1:

a)

 1 2
2 4
3 1

 · [ 3
−1

]
, b)

[
2 −1 3
1 0 4

]
·

 3 2 2
5 1 −1
4 −1 2

, c)

 1 −1 2
1 0 2
2 1 1

 ·
 1 −1 2

2 1 −2
3 −2 1

.
15. Dla macierzy A =

[
1 2
−2 3

]
i B =

[
2 3 1
4 −1 1

]
rozstrzygn¡¢, które dziaªania s¡ wykonalne i wykona¢

te, które mo»na:

a) A ·B; b) B ·A; c) AT ·BT ; d) BT ·AT ; e) A ·AT f) B ·BT ; g) BT ·B; h) A2; i) B2.

16. Wykaza¢, »e je±li A i B s¡ symetryczne, to (AB)T = BA. Znale¹¢ takie macierze symetryczne A i B
(stopnia 2), »e AB 6= BA.

17. Wykona¢ dziaªania na macierzach we wskazanych ciaªach: a)

[
1 + i 2 + i
i 3

]
·
[
2 + i 1− i
2− i i

]
w C;

b)

[
2 3
4 1

]
·
[
4 2
2 2

]
w Z5; c)

[
6 5
2 3

]
·
[
3 2
5 6

]
w Z7; d)

[
1 1
0 1

]2
i

[
1 1
0 1

]23
w Z2.

18. Wykaza¢, »e je±li AB = I i CA = I, to B = C = A−1.

19. Wyznaczy¢ macierze X z danych równa« macierzowych: a) XA + B = C; b) AX + B = CX + D;

c) XA = X +B; d) XAB = C; e) AXA−1 = B; f) ABCX = D.

20. Wyznaczy¢ rozkªady A = CR danych macierzy A, (gdzie C tworz¡ niezale»ne kolumny A, a R jest zredu-

kowan¡ macierz¡ schodkow¡):

a)

 1 2 3
1 2 3
1 2 3

; b)

 1 1 2
1 2 3
1 3 4

; c)

 0 1 0 3
0 0 1 5
0 1 0 3

; d)

 1 −1 1
1 1 3
1 2 4

.
21. Wypisa¢ macierze elementarne E31(2), E3(3), E13 stopnia 3.

(a) Dla macierzy A =

 1 1 1 1
1 2 3 4
−2 −2 4 4

 wyznaczy¢ iloczyny E31(2) ·A, E3(3) ·A, E13 ·A

(b) Dla macierzy B =

 1 2 3
1 2 3
1 2 3

 wyznaczy¢ iloczyny B · (E31(2))
T , B · (E3(3))

T , B · ET
13.

22. Znale¹¢ tak¡ elementarn¡ macierz E, »e U = EA jest macierz¡ trójk¡tn¡ górn¡ dla A =

 2 1 2
0 2 6
4 2 6

.
Zapisa¢ A w postaci E−1U .

23. Dla macierzy elementarnych stopnia 3 wyznaczy¢ (E32(−2) · E31(−3) · E21(−1))−1.

24. Wyznaczy¢ rozkªady A = LU dla danych macierzy A ( L jest trójk¡tna dolna, a U trójk¡tna górna):

a)

[
3 2
9 5

]
; b)

 1 1 1
3 2 6
2 5 1

; c)

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

; d)

 7 7 7
1 2 3
2 1 5

; e)


1 2 1 1
1 4 5 7
1 3 4 6
2 5 5 9

;
25. Metod¡ eliminacji Gaussa wyznaczy¢ macierze odwrotne danych macierzy A:

a)

[
3 2
7 5

]
; b)

 1 0 0
3 1 0
2 5 1

; c)

 1 −1 2
0 −1 3
0 0 1

; d)

 1 1 1
1 2 1
1 1 3

; e)


0 0 1 0
0 0 0 2
3 0 0 0
0 5 0 0

;


