
Metody algebry liniowej. Lista 4. Przeksztaªcenia liniowe

1. Sprawdzi¢, które z danych przeksztaªce« s¡ liniowe:

a) L : R2 → R2, [x, y] 7→ [x− y, x+ y]; b) L : R2 → R2, [x, y] 7→ [|x|, y];
c) L : R2 → R2, [x, y] 7→ [xy, x− y]; d) symetria wzgl¦dem prostej y = −x w R2;

e) symetria wzgl¦dem prostej x = 1 w R2;

f) obrotu wokóª pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych o k¡t π
2 w R2;

g) L : R→ R3, t 7→ [t,−t, t2]; h) L : R→ R3, t 7→ [t,−2t, 3t];
i) L : R2 → R3, [x, y] 7→ [x+ y, x+ 2, y − x]; j) L : R2 → R3, [x, y] 7→ [x− y, 2x+ y, y − 2x];
k) L : R3 → R2, [x, y, z] 7→ [x+ 2y − 2z,−2x− 4y + 4z];
l) L : R3 → R3, [x, y, z] 7→ [x+ y + z, 2x+ 3y + z, 2x+ y + 3z].

2. Wypisa¢ macierze przeksztaªce« liniowych z zad.1 (w bazach kanonicznych).

3. Wyznaczy¢ j¡dra i obrazy przeksztaªce« liniowych z zad.1 oraz przeksztaªce« liniowych o danych macierzach

w bazach kanonicznych (czyli bazy ich przestrzeni zerowych i przestrzeni kolumn):

a)

 1 2 0 3
2 3 1 2
2 1 3 0

, b)


1 2 3 3
1 1 3 1
1 2 4 2
1 1 5 −1

, c)


1 1 2 2 0
0 1 1 0 1
2 2 4 3 1
1 1 2 −1 3

. d)


2 1 4
1 1 3
1 2 5
3 1 5

.
4. Dowolna permutacja wektorów bazy kanonicznej przestrzeni Rn determinuje automor�zm liniowy tej prze-

strzeni. Wyznaczy¢ macierze takich automor�zmów dla permutacji σ = (1, 2, 3) i τ = (1, 4)(2, 3) wektorów

bazowych przestrzeni R4. Jaki jest zwi¡zek otrzymanych macierzy z macierzami permutacji Pσ i Pτ .

5. Sprawdzi¢, które z danych wektorów s¡ wektorami wªasnymi macierzy A =

 5 −2 −1
−2 2 2

4 −2 0

:
a) u− [1, 2, 1]T , v = [1, 2, 0]T , w = [1, 1, 1]T , x = [1, 1, 2]T .

6. Które z liczb 1, 2, 3, 4, 5 s¡ warto±ciami wªasnymi macierzy A z zad. 5?

7. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne, wektory wªasne i podprzestrzenie niezmiennicze podanych endomor�zmów.

Tam, gdzie jest baza wektorów wªasnych poda¢ macierz endomor�zmu w tej bazie:

a) L : R2 → R2; [x, y] 7→ [−3x− 12y, 2x+ 7y]; b) L : R2 → R2; [x, y] 7→ [2x− y, 4x+ y];
c) L : R2 → R2; [x, y] 7→ [2x+ 4y, 2y]; d) L : R3 → R3; [x, y, z] 7→ [x, 2x− y,−x+ y + 2z].

8. Wyznaczy¢ warto±ci i wektory wªasne oraz podprzestrzenie niezmiennicze danych macierzy:

a)

 2 −1 1
−2 1 −1

2 1 3

; b)

 2 −1 1
1 0 1
0 0 1

; c)

 0 −4 −2
1 4 1
0 0 1

; d)


3 1 0 0
0 3 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3

.
9. Wyznaczy¢ macierze przej±cia z baz kanonicznych do danych baz oraz okre±li¢ wspóªrz¦dne danych wekto-

rów v w tych bazach:

a) B =
{[ 3

7

]
,

[
2
5

]}
, v =

[
4
1

]
; b) B =

{[ 8
5

]
,

[
5
4

]}
, v =

[
−3
2

]
;

c) B =

{ 1
0
0

 ,
 2

1
0

 ,
 −2

3
1

}, v =

 4
5
6

.
10. Wyznaczy¢ macierze przeksztaªce« w zadanych bazach maj¡c dane ich macierze w bazach kanonicznych:

a) B = {[1, 2]T , [2, 5]T }, A =

[
7 −2

10 −2

]
; b) B = {[1, 0, 0]T , [1, 1, 0]T , [1, 1, 1]T }, A =

 3 −1 −1
2 0 −1
1 0 0

;
c) B = {[2, 1]T , [3, 1]T }, A =

[
3 0
0 5

]
; d) B = {[0, 0, 1]T , [1, 0, 0]T , [0, 1, 0]T }, A =

 2 9 4
7 5 3
6 1 8

.
11. Wyznaczy¢ rokªady A = PΛP−1 macierzy przeksztaªce« z zada« 7 a) i 8 a) oraz macierzy:

a) A =

[
2 −1
−1 2

]
; b) A =

[
5 −12
2 −5

]
; c) A =

 2 0 0
−1 3 1
−1 1 3

.


