Def. 1. Moéwimy, ze macierz symetryczna S jest dodatnio potokreslona, gdy
dla dowolnego wektora = zachodzi 7Sz > 0, a dodatnio okreslona, gdy dla
dowolnego niezerowego x zachodzi z” Sz > 0.

Uwaga 1. Wyrazenie 27 Sz nazywane jest formg kwadratowg o macierzy S.
Pojecia dodatniej okreslonosci i pétokreslonosci przenosimy z macierzy S na jej
forme kwadratows.

Twierdzenie 1. Macierz symetryczna jest dodatnio okreslona wtedy i tylko
wtedy, gdy ma dodatnie wartosci wtasne.

Twierdzenie 2. (z,y) jest iloczynem skalarnym w R™ wtedy i tylko wtedy, gdy
(x,y) = 27 Sy dla pewnej dodatnio okreslonej symetrycznej macierzy S.
Kryterium Sylvestera

Twierdzenie 3 (Sylvestera). Macierz symetryczna S stopnia n jest dodat-

nio okreslona wtedy i tylko witedy, gdy wszystkie jej poczgtkowe minory gtowne
My, Ms, ..., M,, sq dodatnie.

Przyktad 1. Sprawdzi¢, ktore z macierzy symetrycznych sa dodatnio okreslone:
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Fakt 4. W macierzu U rozktadu A = LU symetrycznej macierzy dodatnio

M;
okreslonej A elementy gtowne [Uli; sq dodatnie, [U]1y = My i [U]i; = i dla
i1
t> 1.

Rozklad Choleskiego S = AT A, gdzie A jest tréjkatna gérna

1. W rozkladzie S = LU dodatnio okre§lonej macierzy symetrycznej S ele-
menty gltéwne macierzy U sa dodatnie.

2. Tworzymy z nich macierz diagonalng D zachowujac kolejnos¢.
3. Z symetrii macierzy S wynika S = LU = LDL™.

4. Wyznaczamy taka macierz v/ D, ze /D - /D = D (pierwiastkujac wyrazy
macierzy D) i stad S = LvVVDVDL”.

5. Przyjmujac A = v DLT dostajemy rozktad Choleskiego
S=ATA

z pierwiastkami elementéw gtéwnych macierzy U na gléwnej przekatnej
macierzy A.
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Przyktad 2. Wyznaczy¢ rozktady Choleskiego macierzy [ g ; } i|]1 10 7
9

Fakt 5. Dla dowolnej macierzy A (niekoniecznie kwadratowej):
1. macierz AT A jest dodatnio pétokreslong macierzq symetryczng,
2. 1(ATA) = r(AAT) = rA = r AT,
3. miezerowe wartosci wtasne macierzy AAT i AT A sq takie same.

Uwaga 2. Nie zawsze dla macierzy rzedu r rzad ich iloczynu jest réwny r tak,
jak w przypadku AT A.

Fakt 6. Jesli A jest (m x r) macierzq rzedu v i B jest (r X n) macierzq rzedu
r, to AB ma réwniez rzqd r.

SVD - Singular Value Decomposition

Dla dowolnej macierzy A € M,,, x, rzedu 7 szukamy takich liczb o1, 09, ..., 0,
spelniajacych warunek o; > 09 > ... > 0, > 0 oraz takich ortonormalnych baz
{v1,v2,...,v, } przestrzeni R™ i {uy,ug, ..., Uy, } przestrzeni R™, ze

Avy = o1uq, ey Avp = opty,  Avegq =0, Av, = 0.
Warunek zapisuje sie macierzowo:
AV =U%
o1

0

Al v va . v, | = w1 us ... Up
Or

0 I

Liczby o1, 09, ...,0, nazywamy wartosciami osobliwymi (szczegdlnymi) (ang.
singular), uy, us, ..., Uy, - lewostronnymi, a vy, va, ..., v, - prawostronnymi wekto-
rami osobliwymi (szczegdlnymi). Macierze V' i U sa macierzami ortogonalnymi
stopnia n i m odpowiednio. Macierz ¥ ma ten sam wymiar co A (na ogol nie jest
kwadratowal) i jest uogélnieniem macierzy diagonalnej. Réwnos¢ AV = UX

jest robwnowazna réwnosci
A=UxVT,

ktora nazywamy SVD rozktadem wedtug wartosci osobliwych (szczegdlnych).

Twierdzenie 7. Dla dowolnej macierzy A istnieje SVD.



Sposéb wyznaczania SVD

1. Za prawostronne wektory osobliwe v; dla n < r przyjmujemy unormowane
wektory wlasne macierzy AT A uporzadkowane od najwiekszej warto$ci
wlasnej \; do najmniejszej niezerowej A,..

2. Wyznaczamy wartoéci osobliwe o; = V/A; dlai = 1,2, ..., 7.

3. Lewostronne wektory u; sa unormowanymi obrazami wektoréw v; w prze-

ksztalceniu liniowym o macierzy A dla i = 1,2,...,r. Zachodzi przy tym
Av;

U; = : .
gj

4. Dlan > rim > r za pozostale v; i u; bierzemy wektory z ortonormalnych
baz przestrzeni zerowej macierzy A i odpowiednio A7

3 2
Przyktad 3. Wyznaczy¢ SVD macierzy A = | 2 3
2 =2

Rozklad na sume macierzy rzedu 1

Wn. 1. Jesli 01,09, ...,0, sq warto$ciami osobliwymi, uy,us, ..., Uy lewostron-
nymi, a vy,vsa, ..., vy prawostronnymi wektorami osobliwymi rozktadu SVD ma-
cierzy A to:

.

T T T T

A= g OiUiV; = O1U1V] + O2UV; + ... + OpUp, .
=1

Przyktad 4. Wyznaczy¢ rozktad macierzy z przyktadu 3 na sume macierzy rzedu
1.

Zredukowana forma SVD

Jesli
g1 T
A= w us ... un T 0 vl Uy ... Uy ,
Or
0 0
to réwniez
g1 T
: =U,%, VT
Uy U2 ... Up .. V1 V2 ... Up =UrZipV, .
Or

Ten drugi rozklad macierzy A nazywamy zredukowang formg SVD. Macierze
U, € My« 1V, € M, «, nie sa ortogonalne, natomiast macierz 3,. jest macierza
diagonalna.



Uwagi dotyczace SVD

1. Jedli A = UXVT, to AT = VETUT i mozna znalezé SVD macierzy AT
zamiast A i wynik przetransponowaé. Warto tak zrobi¢, gdy A ma wiecej
kolumn niz wierszy.

2. Rozkltad SVD istnieje dla dowolnej macierzy A podczas, gdy rozktad
A = PAP7! tylko dla macierzy kwadratowej, ktéra ma baze wektorow
wtasnych.

3. SVD dodatnio pétokreslonej symetrycznej macierzy A pokrywa sie z ro-
ktadem A = QAQT, gdzie U =V =Q i X = A.

4. Jesdli macierz symetryczna ma ujemng wartos¢ wtasng \;, w roktadzie A =
QAQT, to wystarczy w SVD wziaé¢ o; = —\; i jeden z wektoréw osobliwych
u; albo v; zastapi¢ wektorem przeciwnym.
1 T . x Y.
5. Jesli A = zy' jest macierza rzedu 1, to u; = W, vy = W iop =
T Y
(Il - [l]]-

Norma spektralna macierzy

Def. 2. Normg spektralng macierzy A € M, «,, nazywamy

[|A]| := rnax{|||l|4;|c||| cx € E"}

Lemat 8. Niech \1 > 0 bedzie najwiekszq wartosciq wtasng dodatnio potokreslo-
2T Sx
xTx

nej macierzy symetrycznej S. Wowczas najwiekszqg wartoscig wyrazenia

jest Ay.

Wn. 2. Norma spektralna macierzy A jest jest rowna jej najwiekszej wartosci
osobliwej o1 .

Twierdzenie 9 (Eckarta-Younga). Niech A, B € M, xn,

T T T
A= o1uav] + o2ugvy + ... + oru;

A = alulvlT + aquUQT + ..+ Ukukv,z

dla kazdego k € {1,2,....,r} i rB < k. Wowczas

1A= Bl > ||A = Ak|| = ops1.



Zastosowania do redukcji zbioru danych

Twierdzenie Eckarta-Younga okresla blad przyblizenia dowolnej macierzy
(wysokiego) rzedu r najlepsza z mozliwych macierzy (niskiego) rzedu k. Ma-
cierza ta jest suma pierwszych k sktadnikéw, ktére odpowiadaja najwiekszym
wartosciom osobliwym, a blad wynosi o;. Pakiet danych zawartych w r-
wymiarowej przestrzeni rzutujemy na najlepsza (minimalizujaca btad) podprze-
strzen k-wymiarowa.
Przyktad 5. Typowe czarno-biate zdjecie w zapisie cyfrowym to macierz 2064 x
3088. Oryginalny obraz wymaga zapamietania 2064 x 3088 = 6373632 liczb.
Jesli ograniczymy sie np. do szedciu pierwszych sktadowych, to wystarczy za-
pamietac szes¢ wartosci osobliwych oraz odpowiadajacych im lewych i prawych
wektorow osobliwych. Daje to w sumie 6 x (1 + 2064 + 3088) = 30918 liczb do
zapamietania, czyli mniej niz 0,5% oryginalnego rozmiaru zdjecia.

Wprowadzenie do PCA

Przyktad 6. 1. Na plaszczyznie dane sa punkty (—4,—1), (—1,-2), (2,0),
(3,3). Znalezé taka prosta y = az, dla ktérej suma kwadratow odlegtosci
od tych punktéw bedzie najmniejsza.

2. Dla danych wektoréw [ :411 }, { :; }, [ g },[ g ] znalez¢ najblizsza im

podprzestrzen jednowymiarows,.
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3. Znalezé najlepsze przyblizenie macierzy A = {

rzedu 1.

3 | generowana przez pierw-

szy wektor osobliwy uy rozkladu SVD macierzy A (czyli prosta y = 0, 6z)
spehia rzadany warunek.

Odp. Otrzymana metoda SVD podprzestrzen lin { 0

Uwaga 3. Znaleziona metoda SVD prosta nie pokrywa sie z prosta regresji zna-
leziona metoda najmniejszych kwadratéw, ktora w tym samym przykladzie ma
rownanie y = 0, bx. Zastosowanie SVD w tym problemie nazywane bywa orto-
gonalng metodg najmniejszych kwadratow (ang. perpendicular least squares).

Uwaga 4. Dane w przykladzie sg usrednione (tzn. $rednie kazdego wiersza
macierzy A sa rowne 0. Przy tym zalozeniu symetryczna macierz S = %AAT
jest tzw. macierzq kowariancji. Jej wyrazy gtownej przekatnej [S]11 1 [S]a2 sa
miarami rozrzutu (wariancjami) danych poszczegolnych wierszy, a wyraz drugiej
przekatnej [S]12 = [S]21 to tzw. kowariancja, ktora jest miarg zaleznosci liniowej
pomiedzy danymi z pierwszego i drugiego wiersza.

o Jesli kazdy wektor a; danych (kolumne macierzy A) przedstawimy w po-
staci kombinacji wektoréw bazy ortonormalnej {u1, us}, a; = ajuy + Bius,

to
4 4 4
DollalP=3"af+> "5
i=n i=n i=n



Poniewaz lewa strona jest ustalona (przez macierz danych), wiec maksy-
malizujac pierwsza sume po prawej stronie jednoczesnie minimalizujemu
druga.

Metoda SVD daje maksymalna wariancje danych na prostej i minimalna
sume kwadratéw odchylen od proste;.

Metoda SVD wykorzystywana jest w analizie gtdwnych sktadowych (ang.
Principal Component Analisis) (skrot PCA). PCA wykorzystuje metody
algebry liniowej, statystyki i analizy matematycznej do redukcji wymiaru
przestrzeni danych.



