
Def. 1. Mówimy, »e macierz symetryczna S jest dodatnio póªokre±lona, gdy
dla dowolnego wektora x zachodzi xTSx ≥ 0, a dodatnio okre±lona, gdy dla
dowolnego niezerowego x zachodzi xTSx > 0.

Uwaga 1. Wyra»enie xTSx nazywane jest form¡ kwadratow¡ o macierzy S.
Poj¦cia dodatniej okre±lono±ci i póªokre±lono±ci przenosimy z macierzy S na jej
form¦ kwadratow¡.

Twierdzenie 1. Macierz symetryczna jest dodatnio okre±lona wtedy i tylko
wtedy, gdy ma dodatnie warto±ci wªasne.

Twierdzenie 2. (x, y) jest iloczynem skalarnym w Rn wtedy i tylko wtedy, gdy
(x, y) = xTSy dla pewnej dodatnio okre±lonej symetrycznej macierzy S.

Kryterium Sylvestera

Twierdzenie 3 (Sylvestera). Macierz symetryczna S stopnia n jest dodat-
nio okre±lona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej pocz¡tkowe minory gªówne
M1,M2, ...,Mn s¡ dodatnie.

Przykªad 1. Sprawdzi¢, które z macierzy symetrycznych s¡ dodatnio okre±lone:[
3 2
2 2

]
,

[
2 3
3 3

]
,

 1 2 3
2 5 4
3 4 15

,


2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 2 1
0 0 1 2

.
Fakt 4. W macierzu U rozkªadu A = LU symetrycznej macierzy dodatnio

okre±lonej A elementy gªówne [U ]ii s¡ dodatnie, [U ]11 = M1 i [U ]ii =
Mi

Mi−1
dla

i > 1.

Rozkªad Choleskiego S = ATA, gdzie A jest trójk¡tna górna

1. W rozkªadzie S = LU dodatnio okre±lonej macierzy symetrycznej S ele-
menty gªówne macierzy U s¡ dodatnie.

2. Tworzymy z nich macierz diagonaln¡ D zachowuj¡c kolejno±¢.

3. Z symetrii macierzy S wynika S = LU = LDLT .

4. Wyznaczamy tak¡ macierz
√
D, »e

√
D ·
√
D = D (pierwiastkuj¡c wyrazy

macierzy D) i st¡d S = L
√
D
√
DLT .

5. Przyjmuj¡c A =
√
DLT dostajemy rozkªad Choleskiego

S = ATA

z pierwiastkami elementów gªównych macierzy U na gªównej przek¡tnej
macierzy A.
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Przykªad 2. Wyznaczy¢ rozkªady Choleskiego macierzy

[
3 2
2 2

]
i

 1 1 1
1 10 7
1 7 9

.
Fakt 5. Dla dowolnej macierzy A (niekoniecznie kwadratowej):

1. macierz ATA jest dodatnio póªokre±lon¡ macierz¡ symetryczn¡,

2. r(ATA) = r(AAT ) = rA = rAT ,

3. niezerowe warto±ci wªasne macierzy AAT i ATA s¡ takie same.

Uwaga 2. Nie zawsze dla macierzy rz¦du r rz¡d ich iloczynu jest równy r tak,
jak w przypadku ATA.

Fakt 6. Je±li A jest (m× r) macierz¡ rz¦du r i B jest (r × n) macierz¡ rz¦du
r, to AB ma równie» rz¡d r.

SVD - Singular Value Decomposition

Dla dowolnej macierzy A ∈Mm×n rz¦du r szukamy takich liczb σ1, σ2, ..., σr
speªniaj¡cych warunek σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr > 0 oraz takich ortonormalnych baz
{v1, v2, ..., vn} przestrzeni Rn i {u1, u2, ..., um} przestrzeni Rm, »e

Av1 = σ1u1, ..., Avr = σrur, Avr+1 = 0, ..., Avn = 0.

Warunek zapisuje si¦ macierzowo:

AV = UΣ

A

 v1 v2 ... vn

 =

 u1 u2 ... um



σ1

. . . 0
σr

0 0


Liczby σ1, σ2, ..., σr nazywamy warto±ciami osobliwymi (szczególnymi) (ang.
singular), u1, u2, ..., um - lewostronnymi, a v1, v2, ..., vn - prawostronnymi wekto-
rami osobliwymi (szczególnymi). Macierze V i U s¡ macierzami ortogonalnymi
stopnia n im odpowiednio. Macierz Σ ma ten sam wymiar co A (na ogóª nie jest
kwadratowa!) i jest uogólnieniem macierzy diagonalnej. Równo±¢ AV = UΣ
jest równowa»na równo±ci

A = UΣV T ,

któr¡ nazywamy SVD rozkªadem wedªug warto±ci osobliwych (szczególnych).

Twierdzenie 7. Dla dowolnej macierzy A istnieje SVD.
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Sposób wyznaczania SVD

1. Za prawostronne wektory osobliwe vi dla n ≤ r przyjmujemy unormowane
wektory wªasne macierzy ATA uporz¡dkowane od najwi¦kszej warto±ci
wªasnej λ1 do najmniejszej niezerowej λr.

2. Wyznaczamy warto±ci osobliwe σi =
√
λi dla i = 1, 2, ..., r.

3. Lewostronne wektory ui s¡ unormowanymi obrazami wektorów vi w prze-
ksztaªceniu liniowym o macierzy A dla i = 1, 2, ..., r. Zachodzi przy tym

ui =
Avi
σi

.

4. Dla n > r i m > r za pozostaªe vi i ui bierzemy wektory z ortonormalnych
baz przestrzeni zerowej macierzy A i odpowiednio AT .

Przykªad 3. Wyznaczy¢ SVD macierzy A =

 3 2
2 3
2 −2

.
Rozkªad na sum¦ macierzy rz¦du 1

Wn. 1. Je±li σ1, σ2, ..., σr s¡ warto±ciami osobliwymi, u1, u2, ..., um lewostron-
nymi, a v1, v2, ..., vn prawostronnymi wektorami osobliwymi rozkªadu SVD ma-
cierzy A to:

A =

r∑
i=1

σiuiv
T
i = σ1u1v

T
1 + σ2u2v

T
2 + ...+ σrurv

T
r .

Przykªad 4. Wyznaczy¢ rozkªad macierzy z przykªadu 3 na sum¦ macierzy rz¦du
1.

Zredukowana forma SVD

Je±li

A =

 u1 u2 ... um



σ1

. . . 0
σr

0 0


 v1 v2 ... vn

T

,

to równie» u1 u2 ... ur


 σ1

. . .

σr


 v1 v2 ... vr

T

= UrΣrV
T
r .

Ten drugi rozkªad macierzy A nazywamy zredukowan¡ form¡ SVD. Macierze
Ur ∈ Mm×r i Vr ∈ Mn×r nie s¡ ortogonalne, natomiast macierz Σr jest macierz¡
diagonaln¡.
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Uwagi dotycz¡ce SVD

1. Je±li A = UΣV T , to AT = V ΣTUT i mo»na znale¹¢ SVD macierzy AT

zamiast A i wynik przetransponowa¢. Warto tak zrobi¢, gdy A ma wi¦cej
kolumn ni» wierszy.

2. Rozkªad SVD istnieje dla dowolnej macierzy A podczas, gdy rozkªad
A = PΛP−1 tylko dla macierzy kwadratowej, która ma baz¦ wektorów
wªasnych.

3. SVD dodatnio póªokre±lonej symetrycznej macierzy A pokrywa si¦ z ro-
kªadem A = QΛQT , gdzie U = V = Q i Σ = Λ.

4. Je±li macierz symetryczna ma ujemn¡ warto±¢ wªasn¡ λi, w rokªadzie A =
QΛQT , to wystarczy w SVD wzi¡¢ σi = −λi i jeden z wektorów osobliwych
ui albo vi zast¡pi¢ wektorem przeciwnym.

5. Je±li A = xyT jest macierz¡ rz¦du 1, to u1 =
x

||x||
, v1 =

y

||y||
i σ1 =

||x|| · ||y||.

Norma spektralna macierzy

Def. 2. Norm¡ spektraln¡ macierzy A ∈Mm×n nazywamy

||A|| := max{ ||Ax||
||x||

: x ∈ En}.

Lemat 8. Niech λ1 > 0 b¦dzie najwi¦ksz¡ warto±ci¡ wªasn¡ dodatnio póªokre±lo-

nej macierzy symetrycznej S. Wówczas najwi¦ksz¡ warto±ci¡ wyra»enia
xTSx

xTx
jest λ1.

Wn. 2. Norma spektralna macierzy A jest jest równa jej najwi¦kszej warto±ci
osobliwej σ1.

Twierdzenie 9 (Eckarta-Younga). Niech A,B ∈Mm×n,

A = σ1u1v
T
1 + σ2u2v

T
2 + ...+ σrurv

T
r ,

Ak = σ1u1v
T
1 + σ2u2v

T
2 + ...+ σkukv

T
k

dla ka»dego k ∈ {1, 2, ..., r} i rB ≤ k. Wówczas

||A−B|| ≥ ||A−Ak|| = σk+1.
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Zastosowania do redukcji zbioru danych

Twierdzenie Eckarta-Younga okre±la bª¡d przybli»enia dowolnej macierzy
(wysokiego) rz¦du r najlepsz¡ z mo»liwych macierzy (niskiego) rz¦du k. Ma-
cierz¡ t¡ jest suma pierwszych k skªadników, które odpowiadaj¡ najwi¦kszym
warto±ciom osobliwym, a bª¡d wynosi σk+1. Pakiet danych zawartych w r-
wymiarowej przestrzeni rzutujemy na najlepsz¡ (minimalizuj¡c¡ bª¡d) podprze-
strze« k-wymiarow¡.

Przykªad 5. Typowe czarno-biaªe zdj¦cie w zapisie cyfrowym to macierz 2064×
3088. Oryginalny obraz wymaga zapami¦tania 2064 × 3088 = 6373632 liczb.
Je±li ograniczymy si¦ np. do sze±ciu pierwszych skªadowych, to wystarczy za-
pami¦ta¢ sze±¢ warto±ci osobliwych oraz odpowiadaj¡cych im lewych i prawych
wektorów osobliwych. Daje to w sumie 6× (1 + 2064 + 3088) = 30918 liczb do
zapami¦tania, czyli mniej ni» 0, 5% oryginalnego rozmiaru zdj¦cia.

Wprowadzenie do PCA

Przykªad 6. 1. Na pªaszczy¹nie dane s¡ punkty (−4,−1), (−1,−2), (2, 0),
(3, 3). Znale¹¢ tak¡ prost¡ y = ax, dla której suma kwadratów odlegªo±ci
od tych punktów b¦dzie najmniejsza.

2. Dla danych wektorów

[
−4
−1

]
,

[
−1
−2

]
,

[
2
0

]
,

[
3
3

]
znale¹¢ najbli»sz¡ im

podprzestrze« jednowymiarow¡.

3. Znale¹¢ najlepsze przybli»enie macierzy A =

[
−4 −1 2 3
−1 −2 0 3

]
macierz¡

rz¦du 1.

Odp. Otrzymana metod¡ SVD podprzestrze« lin

[
5
3

]
generowana przez pierw-

szy wektor osobliwy u1 rozkªadu SVD macierzy A (czyli prosta y = 0, 6x)
speªnia rz¡dany warunek.

Uwaga 3. Znaleziona metod¡ SVD prosta nie pokrywa si¦ z prost¡ regresji zna-
lezion¡ metod¡ najmniejszych kwadratów, która w tym samym przykªadzie ma
równanie y = 0, 5x. Zastosowanie SVD w tym problemie nazywane bywa orto-
gonaln¡ metod¡ najmniejszych kwadratów (ang. perpendicular least squares).

Uwaga 4. Dane w przykªadzie s¡ u±rednione (tzn. ±rednie ka»dego wiersza
macierzy A s¡ równe 0. Przy tym zaªo»eniu symetryczna macierz S = 1

nAA
T

jest tzw. macierz¡ kowariancji. Jej wyrazy gªównej przek¡tnej [S]11 i [S]22 s¡
miarami rozrzutu (wariancjami) danych poszczególnych wierszy, a wyraz drugiej
przek¡tnej [S]12 = [S]21 to tzw. kowariancja, która jest miar¡ zale»no±ci liniowej
pomi¦dzy danymi z pierwszego i drugiego wiersza.

� Je±li ka»dy wektor ai danych (kolumn¦ macierzy A) przedstawimy w po-
staci kombinacji wektorów bazy ortonormalnej {u1, u2}, ai = αiu1 +βiu2,
to

4∑
i=n

||ai||2 =

4∑
i=n

α2
i +

4∑
i=n

β2
i .
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Poniewa» lewa strona jest ustalona (przez macierz danych), wi¦c maksy-
malizuj¡c pierwsz¡ sum¦ po prawej stronie jednocze±nie minimalizujemu
drug¡.

� Metoda SVD daje maksymaln¡ wariancj¦ danych na prostej i minimaln¡
sum¦ kwadratów odchyle« od prostej.

� Metoda SVD wykorzystywana jest w analizie gªównych skªadowych (ang.
Principal Component Analisis) (skrót PCA). PCA wykorzystuje metody
algebry liniowej, statystyki i analizy matematycznej do redukcji wymiaru
przestrzeni danych.
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