
Przestrzenie euklidesowe

Def. 1. Iloczynem skalarnym w dowolnej przestrzeni liniowej nad R nazywamy
funkcj¦, która dowolnej parze wektorów x, y przyporz¡dkowuje liczb¦ rzeczywi-
st¡ (x, y) i speªnia dla dowolnych wektorów x, y, z i skalarów α, β warunki:

1. (x, y) = (y, x) (symetria),

2. (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z) (liniowo±¢ na pierwszej wspóªrz¦dnej),

3. (x, x) ≥ 0 i (x, x) = 0⇔ x = 0 (dodatnia okre±lono±¢).

Def. 2. Przestrze« liniow¡, w której okre±lony jest iloczyn skalarny nazywamy
przestrzeni¡ euklidesow¡. Przestrze« euklidesow¡ Rn ze standardowym iloczy-
nem skalarnym oznaczamy En.

Fakt 1 (Liniowo±¢ na drugiej wspóªrz¦dnej). (z, αx+ βy) = α(z, x) + β(z, y).

Uwaga 1. Przeksztaªcenie liniowe dowolnej przestrzeni liniowej w przestrze« jej
skalarów nazywamy funkcjonaªem liniowym. Przeksztaªcenie, które dowolnej
parze wektorów przyporz¡dkowuje skalar i jest liniowe na ka»dej wspóªrz¦dnej
nazywamy funkcjonaªem dwuliniowym. Iloczyn skalarny de�niuje si¦ krótko jako
symetryczny i dodatnio okre±lony funkcjonaª dwuliniowy.

Uwaga 2. Standardowy iloczyn skalarny okre±lony wcze±niej wzorem ~x◦~y = xT y
jest szczególnym przypadkiem iloczynu (x, y). B¦dziemy pisa¢ iloczyn skalarny
w dowolnej przestrzeni euklidesowej (x, y), pami¦taj¡c, »e w przestrzeni En

(x, y) = xT y. Inne przykªady iloczynów skalarnych pojawi¡ si¦ pó¹niej.

Twierdzenie 2 (Nierówno±¢ Schwarza). Dla dowolnych wektorów x, y prze-
strzeni euklidesowej zachodzi:

(x, y)2 ≤ (x, x)(y, y).

W przestrzeni En dla xT = [x1, x2, ..., xn], yT = [y1, y2, ..., yn] :

( n∑
i=1

xiyi

)2
≤
( n∑
i=1

x2i

)( n∑
i=1

y2i

)
.

Def. 3. Norm¡ wektora x w przestrzeni euklidesowej nazywamy liczb¦ ||x|| =√
(x, x). Wektor x nazywamy unormowanym, gdy ||x|| = 1.

Norma wektora nazywana jest te» jego dªugo±ci¡ i oznaczana |~x|.

Twierdzenie 3 (Nierówno±¢ trójk¡ta). ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Uwagi o normie

Uwaga 3. Norm¦ wektora mo»na wprowadzi¢ w dowolnej przestrzeni liniowej V
nad R jako dowoln¡ funkcj¦, która speªnia warunki (dla x, y ∈ V , λ ∈ R):
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1. ||λx|| = |λ|||x||;

2. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||;

3. ||x|| ≥ 0 i ||x|| = 0⇔ x = 0.

Przestrze« liniowa z okre±lon¡ norm¡ nazywa si¦ przestrzeni¡ unormowan¡.

Uwaga 4. Norma wektora w przestrzeni euklidesowe oznaczana bywa w litera-
turze ||x||2 poniewa» jest szczególnym przypadkiem normy ||x||p zde�niowanej
w Rn dla dowolnego p ≥ 1 wzorem

||x|| = (|x1|p + |x2|p + ...+ |xn|p)
1
p .

Wektory ortogonalne, k¡ty

Def. 4. Mówimy, »e wektory x i y s¡ ortogonalne (prostopadªe), gdy (x, y) = 0.
Piszemy x⊥y.

Def. 5. K¡tem pomi¦dzy niezerowymi wektorami x i y nazywamy liczb¦ rze-
czywist¡ ϕ ∈ [0, π] tak¡, »e

cosϕ =
(x, y)

||x|| · ||y||
.

Uwaga 5. W przestrzeniach E2 i E3 tak zde�niowany k¡t jest odpowiednikiem
rzeczywistej miary k¡ta pomi¦dzy wektorami.

Wn. 1. (x, y) = ||x|| · ||y|| · cosϕ.

Prostopadªo±¢ podprzestrzeni, dopeªnienie ortogonalne

Def. 6. Mówimy, »e dwie podprzestrzenie U i W przestrzeni euklidesowej E s¡
prostopadªe (ortogonalne) co zapisujemy U⊥W , gdy u⊥w dla wszystkich u ∈ U
i w ∈W . Piszemy te» b⊥U , gdy lin{b}⊥U .

Fakt 4. Je±li BU i BW s¡ dowolnymi bazami podprzestrzeni U i W odpowiednio,
to U⊥W wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy wektor z bazy BU jest prostopadªy do
ka»dego z BW .

Def. 7. Dopeªnieniem ortogonalnym podprzestrzeni U przestrzeni euklidesowej
E nazywamy zbiór U⊥ := {x ∈ E : x⊥U}.

Fakt 5. U⊥ jest podprzestrzeni¡ dla dowolnej podprzestrzeni U . Je±li U jest
podprzestrzeni¡ przestrzeni En, to dim(U⊥) = n− dimU .
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Iloczyn wektorowy w E3

Def. 8. Mówimy, »e ukªad wektorów (u, v, w) jest zorientowany zgodnie z baz¡,
gdy wyznacznik macierzy wspóªrz¦dnych tych wektorów w tej bazie jest dodatni.

Def. 9. Iloczynem wektorowym wektorów a, b nazywamy:

1. wektor w ortogonalny do a, b, którego dªugo±¢ jest równa polu równolegªo-
boku rozpi¦tego na a, b i taki »e ukªad (a, b, w) jest zorientowany zgodnie
z baz¡, gdy a, b s¡ liniowo niezale»ne,

2. wektor zerowy, gdy a, b s¡ liniowo zale»ne.

Iloczyn wektorowy oznaczamy w = a× b.

Posta¢ analityczna iloczynu wektorowego

Twierdzenie 6.

 a1
a2
a3

×
 b1
b2
b3

 =

[ ∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣
]T

=∣∣∣∣∣∣
i j k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ , gdzie i, j, k s¡ wektorami bazy kanonicznej.

Wªasno±ci iloczynu wektorowego:

1. a× b = −b× a, (antysymetria)

2. a× (b+ c) = a× b+ a× c,

3. (αa)× b = α(a× b) = a× (αb) dla dowolnego α ∈ R,

4. ||a× b|| = ||a|| · ||b|| · sin∠(a, b).

Przykªad 1. Wyznaczy¢ ortogonaln¡ baz¦ dopeªnienia ortogonalnego wektora
[1, 2, 3]T .

Iloczyn mieszany, geometryczna interpretacja wyznacznika

Def. 10. Iloczynem mieszanym wektorów a, b, c nazywamy (a, (b× c)).

Twierdzenie 7. a ◦ (b× c) =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
Wn. 2. Obj¦to±¢ równolegªo±cianu rozpi¦tego na wektorach a, b, c: V (a, b, c) =

|(a, (b× c))| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣.

3



Rzuty ortogonalne

Def. 11. Rzutem prostok¡tnym (ortogonalnym) wektora na niezerow¡ pod-
przestrze« U przestrzeni euklidesowej E nazywamy przeksztaªcenie πU , które
ka»demu wektorowi x przyporz¡dkowuje taki wektor x′ = πU (x), »e wektor
(x− x′)⊥U . Rzut na podprzestrze« jednowymiarow¡ lin{b} oznaczamy πb.

Fakt 8. πu jest przeksztaªceniem liniowym dla dowolnej podprzestrzeni U .

Fakt 9. Dla dowolnego niezerowego b ∈ En, πb(x) =
bbT

||b||2
x.

Przykªad 2. Znale¹¢ macierz rzutu πb dla bT = [1, 2, 2] oraz πb(x), πb(y) dla
xT = [2, 1, 1] i yT = [2,−2, 1].

Uwaga 6. πb(x) mo»na znale¹¢ mno»¡c macierz
bbT

||b||2
przez wektor x lub skalar

bTx

||b||2
przez wektor b.

Fakt 10. Je±li kolumny macierzy B tworz¡ baz¦ podprzestrzeni U przestrzeni
En, to

πU (x) = B(BTB)−1BTx

.

Przykªad 3. Znale¹¢ macierz rzutu πU dla U = lin{[1, 1, 0]T , [1, 1, 1]T } i πU (x)
dla xT = [2, 0, 2].

Uwaga 7. Macierz (BTB)−1BT nazywana jest pseudoodwrotno±ci¡ macierzy B.
Taka macierz istnieje dla dowolnej (niekoniecznie kwadratowej!) macierzy B o
liniowo niezale»nych kolumnach.

Uwaga 8. Macierz rzutu πb jest szczególnym przypadkiem macierzy rzutu πU ,
poniewa» dla dowolnego niezerowego wektora b iloczyn bT b jest niezerowym

skalarem i (bT b)−1 =
1

||b||2
.

Def. 12. Macierz P nazywamy idempotentn¡, gdy P 2 = P .

Fakt 11. Macierze rzutów s¡ symetryczne i idempotentne.

Twierdzenie 12. Ka»da symetryczna i idempotentna macierz P jest macierz¡
rzutu na swoj¡ przestrze« kolumn.

Fakt 13. Dla dowolnego x ∈ En i y nale»¡cego do podprzestrzeni U zachodzi

||x− πU (x)|| ≤ ||x− y||.
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Bª¡d przybli»enia, najlpepsze przybli»one rozwi¡zanie

Def. 13. Wektor x − y nazywamy wektorem bª¦du aproksymacji wektora x
wektorem y ∈ U , a jego dªugo±¢ ||x− y)|| wielko±ci¡ bª¦du tej aproksymacji.

Wn. 3. Najlepsz¡ aproksymacj¡ dowolnego wektora x ∈ En wektorem z pod-
przestrzeni W jest jego rzut ortoganlny na t¦ podprzestrze«.

Def. 14. Najlepszym rozwi¡zaniem ukªadu równa« Ax = b, gdzie A ∈Mm×n
nazywamy taki wektor x, »e

||Ax− b|| ≤ ||Ax− b||,

dla wszystkich x ∈ En.

Metoda najmniejszych kwadratów

Twierdzenie 14. Zbiór najlepszych rozwi¡za« ukªadu równa« Ax = b pokrywa
si¦ ze zbiorem rozwi¡za« ukªadu:

ATAx = AT b.

Przedstawiony w Twierdzeniu 14 sposób znalezienia najlepszego rozwi¡zania
ukªadu Ax = b nazywamy metod¡ najmniejszych kwadratów, a ukªad ATAx =
AT b jego ukªadem normalnym.

Przykªad 4. Znale¹¢ najlepsze rowi¡zanie ukªadu równa«:

 x + y = 2
x + 2y = 3
x + 2y = 2

.

Prosta regresji

Przykªad 5. Znale¹¢ prost¡ y = ax+ b o tej wªasno±ci, »e dla danych punktów
(x1, y1), (x2, y2), ..., (xk, yk) suma

k∑
i=1

[(axi + b)− yi]2

jest najmniejsza. Wyznaczy¢ tak¡ prost¡ dla punktów (−2, 1), (0, 0), (2, 1),
(4, 2).

� Szukamy najlepszego rozwi¡zania ukªadu równa« liniowaych.


x1 1
x2 1
...

...
xk 1


[
a
b

]
=


y1
y2
...
yk

 z niewiadomymi a i b.

5



� Ukªad normalny ATAx = AT y przyjmuje posta¢:[ ∑k
i=1 x

2
i

∑k
i=1 xi∑k

i=1 xi k

] [
a
b

]
=

[ ∑k
i=1 xiyi∑k
i=1 yi

]

� det(ATA) =
∑

1≤i<j≤k

(xi − xj)2 6= 0 je±li tylko nie wszystkie xi s¡ równe

� i wtedy ukªad ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie.

� Znaleziona w ten sposób prosta y = ax+ b nazywana jest prost¡ regresji.

Uwaga 9. Je±li kolumny macierzy B s¡ parami ortogonalne, to macierz BTB
jest diagonalna ( i ªatwo j¡ odwróci¢!). Je±li dodatkowo ka»da kolumna ma
dªugo±¢ 1, to BTB jest macierz¡ jednostkow¡ i πU (x) = BBTx.

Przykªad 6. Znale¹¢ macierz πU dla U = lin{[1, 2, 2]T , [2,−2, 1]T }.

Def. 15. Baz¦ nazywamy ortogonaln¡, gdy ka»de jej dwa wektory s¡ orto-
gonalne. Je±li dodatkowo jej wektory s¡ unormowane, to nazywamy j¡ baz¡
ortonormaln¡.

Iloczyn skalarny w bazie ortonormalnej

Fakt 15. Je±li B = {b1, b2, ..., bk} jest ortonormaln¡ baz¡ k-wymiarowej prze-

strzeni euklidesowej z dowolnym iloczynem skalarnym, x′ =


x′1
x′2
...
x′k

 i y =


y′1
y′2
...
y′k

 s¡ odpowiednio wektorami wspóªrz¦dnych wektorów x, y w bazie B, to:

(x, y) = (x′)T y′.

W szczególno±ci ||x|| =
√

(x′1)2 + (x′2)2 + ...+ (x′k)2.

(Dowolny iloczyn skalarny i norma wektora w dowolnej bazie ortonormalnej
wyra»aj¡ si¦ tym samymi wzorami, co standardowy iloczyn skalarny i dªugo±¢
wektora w Ek.)

Ortogonalizacja Grama-Schmidta
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Twierdzenie 16. Niech {u1, u2, ..., uk} b¦dzie baz¡ podprzestrzeniW przestrzeni
euklidesowej En. Wówczas ukªad wektorów:

v1 = u1,

v2 = u2 − uT
2 v1
|v1|2 v1,

v3 = u3 −
[
uT
3 v1
|v1|2 v1 +

uT
3 v2
|v2|2 v2

]
,

...

vk = uk −
[
uT
k v1
|v1|2 v1 + ...+

uT
k vk−1

|vk−1|2 vk−1

]
,

;

jest ortogonaln¡ baz¡ podprzestrzeni W .

Uwaga 10. Wektory v1
||v1|| ,

v2
||v2|| , ...,

vk
||vk|| tworz¡ ortonormaln¡ baz¦ podprze-

strzeni W .

Uwaga 11. Zamiast uT v
||v||2 v mo»na bra¢ vvT

||v||2u. Jednak wyznaczanie iloczynów

skalarnych jest wygodniejsze od wyznaczania macierzy rzutów.

Uwaga 12. Ortogonalizacja Grama-Schmidta polega na odejmowaniu od kolej-
nych wyj±ciowych wektorów ich rzutów prostok¡tnych na podprzestrzenie gene-
rowane przez poprzednie wektory.

Uwaga 13. Wektory vi w ortogonalizacji mo»na zast¡pi¢ dowolnymi wektorami
z nimi proporcjonalnymi.

Przykªad 7. Zortogonalizowa¢ metod¡ Grama-Schmidta ukªady wektorów:

1. {[1, 1, 1]T , [1, 2, 3]T }.

2. {[1, 2, 2]T , [4, 5, 2]T , [5, 1, 1]T }

Macierze ortogonalne

Def. 16. Macierz kwadratow¡ A nazywamy ortogonaln¡, gdy A−1 = AT .

Fakt 17. Dla macierzy kwadratowej A stopnia n nast¦puj¡ce warunki s¡ rów-
nowa»ne:

1. A jest ortogonalna;

2. AAT = I;

3. ATA = I;

4. wiersze macierzy A tworz¡ baz¦ ortonormaln¡ przestrzeni Rn;

5. kolumny macierzy A tworz¡ baz¦ ortonormaln¡ przestrzeni Rn.
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Przykªady macierzy ortogonalnych

� Macierz obrotu o k¡t α na pªaszczy¹nie

[
cosα − sinα
sinα cosα

]
,

� Macierze symetrii wzgl¦dem Ox -

[
1 0
0 −1

]
, wzgl¦dem Oy -

[
−1 0
0 1

]
i wzgl¦dem prostej y = x -

[
0 1
1 0

]
;

� −In - macierz symetrii wzgl¦dem pocz¡tku ukªadu w Rn;

� Macierze permutacji Pσ, np. P(1,2,3) =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0


St¡d wniosek, »e P−1σ = PTσ ;

�

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

 jest macierz¡ obrotu wokóª Oz;

�
1
3

 2 −2 1
2 1 −2
1 2 2

, 1
9

 1 −8 −4
−8 1 −4
−4 −4 7

.
Endomor�zmy ortogonalne

Def. 17. Endomor�zm liniowy L przestrzeni En, który zachowuje iloczyn
skalarny nazywamy Endomor�zmem ortogonalnym.

(x, y) = (L(x), L(y))

dla dowolnych x, y.

Wn. 4. Endomor�zm ortogonalny L zachowuje norm¦ wektora, ortogonalno±¢
wektorów i k¡ty pomi¦dzy wektorami x, y:

1. ||x|| = ||L(x)|| dla dowolnego x, (czyli L jest izometri¡),

2. x⊥y ⇒ L(x)⊥L(y),

3. ∠(x, y) = ∠(L(x), L(y)).

4. Macierz A endomor�zmu L w bazie standardowej jest ortogonalna wtedy
i tylko wtedy, gdy L jest ortogonalny.
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Grupy O(n) i SO(n)

Twierdzenie 18. 1. Macierze ortogonalne stopnia n z dziaªaniem mno»enia
tworz¡ grup¦ przeksztaªce«.

2. Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest równy 1 lub −1.

3. Macierze ortogonalne stopnia n o wyznaczniku jeden s¡ podgrup¡ grupy
wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n.

Def. 18. Grup¦ macierzy ortogonalnych stopnia n nazywamy grup¡ ortogo-
naln¡ stopnia n i oznaczamy O(n), a jej podgrup¦ macierzy o wyznaczniku 1
nazywamy specjaln¡ grup¡ ortogonaln¡ i oznaczamy SO(n).

Diagonalizacja macierzy symetrycznych za pomoc¡ macierzy ortogo-

nalnych

Twierdzenie 19. Macierz endomor�zmu L w dowolnej bazie ortonormalnej
jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy (L(x), y) = (x, L(y)) dla dowolnych
wektorów x i y.

Twierdzenie 20 (Spektralne dla rzeczywistych macierzy symetrycznych). Niech
S b¦dzie macierz¡ symetryczn¡ stopnia n. Wówczas:

1. Warto±ci wªasne macierzy S s¡ liczbami rzeczywistymi.

2. Wektory wªasne odpowiadaj¡ce ró»nym warto±ciom wªasnym s¡ ortogo-
nalne.

3. Istnieje baza przestrzeni En zªo»ona z unormowanych i ortogonalnych wek-
torów wªasnych macierzy S. Macierz Q przej±cia z bazy kanonicznej do
bazy wektorów wªasnych jest ortogonalna i macierz QTSQ jest diagonalna.

Twierdzenie 21. Macierz rzeczywista kwadratowa jest diagonalizowalna za po-
moc¡ macierzy ortogonalnej wtedy i tylko wtedy, gdy jest symetryczna.

Przykªad 8. Zdiagonalizowa¢ ortogonalnie dane macierze symetryczne. Wskaza¢
odpowiednie macierze diagonalne i ortogonalne.

1.

[
3 −1
−1 3

]
,

2.

 5 −4 2
−4 5 2

2 2 8

.
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Rozkªad S = QΛQT

Wn. 5. Ka»da rzeczywista macierz symetryczna S ma rozkªad

S = QΛQT .

Q =

 | | | |
v1 v2 ... vn
| | | |

 jest ortogonaln¡ macierz¡ unormowanych wektorów

wªasnych macierzy S, a Λ =


λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... λn

, gdzie λ1, λ2, ..., λn s¡ war-

to±ciami wªasnymi wektorów v1, v2, ..., vn odpowiednio.

Rozkªad spektralny macierzy symetrycznej

Wn. 6. Je»eli v1, v2, ..., vn s¡ unormowanymi wektorami wªasnymi symetrycz-
nej macierzy S, a λ1, λ2, ..., λn s¡ odpowiadaj¡cymi im warto±ciami wªasnymi,
to

S = λ1v1v
T
1 + λ2v2v

T
2 + ...+ λnvnv

T
n .

Def. 19. Opisany we wniosku rozkªad macierzy symetrycznej na sum¦ macierzy
rz¦du 1 nazywamy rokªadem spektralnym.

Przykªad 9. Znale¹¢ rokªady spektralne macierzy symetrycznych z przykªadu 8.
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