Przestrzenie euklidesowe

Def. 1. Iloczynem skalarnym w dowolnej przestrzeni liniowej nad R nazywamy
funkcje, ktora dowolnej parze wektoréow x,y przyporzadkowuje liczbe rzeczywi-
sta (z,y) i spelia dla dowolnych wektoréw x,y, 2 i skalaréw «,  warunki:

L (z,y) = (y,2) (symetria),

2. (ax + Py, z) = alx, 2) + B(y, 2) (liniowosé na pierwszej wspdtrzednej),

3. (z,2) > 01 (z,2) =0 < 2 =0 (dodatnia okreslonosé).

Def. 2. Przestrzen liniowa, w ktérej okreslony jest iloczyn skalarny nazywamy
przestrzenig euklidesowq. Przestrzen euklidesowa R™ ze standardowym iloczy-
nem skalarnym oznaczamy E".

Fakt 1 (Liniowo$¢ na drugiej wspolrzednej). (z,ax + By) = a(z,x) + B(z,y).

Uwaga 1. Przeksztalcenie liniowe dowolnej przestrzeni liniowej w przestrzen jej
skalarow nazywamy funkcjonatem liniowym. Przeksztalcenie, ktore dowolnej
parze wektoréw przyporzadkowuje skalar i jest liniowe na kazdej wspolrzednej
nazywamy funkcjonatem dwuliniowym. Iloczyn skalarny definiuje sie krotko jako
symetryczny i dodatnio okreslony funkcjonat dwuliniowy.

Uwaga 2. Standardowy iloczyn skalarny okre§lony wezesniej wzorem Zoyf = 27y
jest szczegolnym przypadkiem iloczynu (z,y). Bedziemy pisaé iloczyn skalarny
w dowolnej przestrzeni euklidesowej (x,y), pamietajac, ze w przestrzeni E™
(x,y) = #7y. Inne przyktady iloczynéw skalarnych pojawia sie pozniej.

Twierdzenie 2 (Nieréwno$¢ Schwarza). Dla dowolnych wektoréw x, y prze-
strzeni euklidesowej zachodzi:

(z,y)* < (z,2)(y,y)-
W przestrzeni E" dla 27 = [, 72, ..., 0], T = [y1, Y2, s Yn] :
n 2 n n
(Yww) < (a2) (2 0).
i=1 i=1 i=1

Def. 3. Normg wektora x w przestrzeni euklidesowej nazywamy liczbe ||z|| =
\/m. Wektor & nazywamy unormowanym, gdy ||z|| = 1.

Norma wektora nazywana jest tez jego diugosciq i oznaczana |Z|.
Twierdzenie 3 (Nierownosé trojkata). ||z + y|| < ||z|| + ||yl|.

Uwagi o normie

Uwaga 3. Norme wektora mozna wprowadzi¢ w dowolnej przestrzeni liniowej V'
nad R jako dowolna funkcje, ktora spelnia warunki (dla z,y € V, A € R):



L[|zl = ][ |[[;
2. e +yll < [l + lyll;
3. ||z]| > 01i]jz]]=0< 2 =0.

Przestrzen liniowa z okres§lona norma nazywa si¢ przestrzenig unormowang.

Uwaga 4. Norma wektora w przestrzeni euklidesowe oznaczana bywa w litera-
turze ||z||2 poniewaz jest szczegblnym przypadkiem normy ||z||, zdefiniowanej
w R" dla dowolnego p > 1 wzorem

1
|zl = (lzaf” + [z2l” 4 .. + |z )7

Wektory ortogonalne, katy

Def. 4. Mowimy, ze wektory z i y sa ortogonalne (prostopadte), gdy (z,y) = 0.
Piszemy x_Ly.

Def. 5. Kgtem pomiedzy niezerowymi wektorami x i y nazywamy liczbe rze-
czywistg ¢ € [0, 7] taka, ze

Uwaga 5. W przestrzeniach E? i E3 tak zdefiniowany kat jest odpowiednikiem
rzeczywistej miary kata pomiedzy wektorami.

Wa. 1. (2,y) = [|z[| - [[yl| - cos ¢.

Prostopadlo$é podprzestrzeni, dopelnienie ortogonalne

Def. 6. Méwimy, ze dwie podprzestrzenie U i W przestrzeni euklidesowej F sa
prostopadte (ortogonalne) co zapisujemy U LW, gdy ulw dla wszystkich u € U
iw e W. Piszemy tez b1U, gdy lin{b} LU.

Fakt 4. Jesli By © By sq dowolnymi bazami podprzestrzeni U 1 W odpowiednio,
to ULW wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wektor z bazy By jest prostopadty do
kazdego z By .

Def. 7. Dopetnieniem ortogonalnym podprzestrzeni U przestrzeni euklidesowej
E nazywamy zbior U+ :={z € E: 21U}.

Fakt 5. UL jest podprzestrzenig dla dowolnej podprzestrzeni U. Jesli U jest
podprzestrzeniq przestrzeni E, to dim(U+) = n — dimU.



Iloczyn wektorowy w E3

Def. 8. Mowimy, ze uktad wektorow (u, v, w) jest zorientowany zgodnie z baza,
gdy wyznacznik macierzy wspétrzednych tych wektoréw w tej bazie jest dodatni.

Def. 9. Iloczynem wektorowym wektoréw a, b nazywamy:

1. wektor w ortogonalny do a, b, ktérego dtugosé jest rowna polu réwnolegto-
boku rozpietego na a,b i taki ze uktad (a,b, w) jest zorientowany zgodnie
z baza, gdy a, b sa liniowo niezalezne,

2. wektor zerowy, gdy a, b sa liniowo zalezne.

Tloczyn wektorowy oznaczamy w = a X b.

Postaé analityczna iloczynu wektorowego

“ b az a a a a a !
Twierdzenie 6. as | x| by | = 2 3 1 3 1 2 _
b2 b3 bl b3 bl b2
as b3
(]
a1 ag as |, gdzie i, j, k sq wektorami bazy kanonicznej.
by by b3

Wtasnosci iloczynu wektorowego:
1. a x b= —b X a, (antysymetria)
2.ax(b+c)=axb+axec,

3. (aa) x b= afa x b) =a x (ab) dla dowolnego a € R,

N

+ laxol[ = [lal[ - [[b]] - sin Z(a, b).

Przyktad 1. Wyznaczy¢ ortogonalng baze dopelnienia ortogonalnego wektora
[1,2,3]T.

Iloczyn mieszany, geometryczna interpretacja wyznacznika
Def. 10. Iloczynem mieszanym wektorow a, b, ¢ nazywamy (a, (b x c)).

a; a2 ag
Twierdzenie 7. ao(bxc)=| by by b3
C1 Co C3

Wn. 2. Objetosé réwnolegtoscianu rozpietego na wektorach a,b,c: V(a,b,c) =
ap a2 ag
b1 by b

¢ C2 C3

[(a, (b c))| =




Rzuty ortogonalne

Def. 11. Rzutem prostokgtnym (ortogonalnym) wektora na niezerowa pod-
przestrzen U przestrzeni euklidesowej F nazywamy przeksztalcenie my, ktore
kazdemu wektorowi x przyporzadkowuje taki wektor ' = 7y (x), ze wektor
(z — ') LU. Rzut na podprzestrzen jednowymiarowa lin{b} oznaczamy .

Fakt 8. w, jest przeksztatceniem liniowym dla dowolnej podprzestrzeni U.

o™

Fakt 9. Dla dowolnego niezerowego b € E™, my(x) = Wx
Przyktad 2. Znalezé macierz rzutu m, dla b7 = [1,2,2] oraz my(x), m(y) dla
2T =02,1,1]iy" =[2,-2,1].

. . . . boT
Uwaga 6. m,(z) mozna znalezé mnozac macierz W przez wektor x lub skalar
bT
||b|‘x2 przez wektor b.

Fakt 10. Jesli kolumny macierzy B tworzq baze podprzestrzeni U przestrzeni
E™, to
mv(z) = B(BTB)"'BTx

Przyktad 3. Znalezé macierz rzutu myy dla U = lin{[1,1,0]7,[1,1,1]T} i 7y ()
dla 2T =[2,0,2].

Uwaga 7. Macierz (BT B)~! BT nazywana jest pseudoodwrotnosciq macierzy B.
Taka macierz istnieje dla dowolnej (niekoniecznie kwadratowej!) macierzy B o
liniowo niezaleznych kolumnach.

Uwaga 8. Macierz rzutu m, jest szczegblnym przypadkiem macierzy rzutu 7y,
poniewaz dla dowolnego niezerowego wektora b iloczyn b”'b jest niezerowym

1
skalarem i (b7b) ! = e
Def. 12. Macierz P nazywamy idempotentng, gdy P> = P.

Fakt 11. Macierze rzutow sqg symetryczne i idempotentne.

Twierdzenie 12. Kazda symetryczna i idempotentna macierz P jest macierzq
rzutu na swojq przestrzen kolumn.

Fakt 13. Dla dowolnego x € E™ i y nalezgcego do podprzestrzeni U zachodzi

|z — 7o (2)]] < [lz —yll.



Blad przyblizenia, najlpepsze przyblizone rozwigzanie

Def. 13. Wektor x — y nazywamy wektorem btedu aproksymacji wektora =
wektorem y € U, a jego dtugosé ||z — y)|| wielkoscig bledu tej aproksymacii.

Wn. 3. Najlepszq aproksymacjq dowolnego wektora x € E™ wektorem z pod-
przestrzeni W jest jego rzut ortoganiny na te podprzestrzen.

Def. 14. Najlepszym rozwigzaniem ukladu rownan Az = b, gdzie A € M, xn
nazywamy taki wektor Z, ze

|47 —b]| < || Az — |,

dla wszystkich x € E™.

Metoda najmniejszych kwadratéw

Twierdzenie 14. Zbior najlepszych rozwigzan uktadu réwnan Az = b pokrywa
sie ze zbiorem rozwigzan uktadu:

AT Az = A”b.

Przedstawiony w Twierdzeniu 14 sposéb znalezienia najlepszego rozwiagzania
ukladu Az = b nazywamy metodg najmniejszych kwadratéw, a uktad AT Az =
ATb jego uktadem normalnym.

r + y = 2
Przyktad 4. Znalez¢ najlepsze rowigzanie uktadu réwnan: ¢ =z + 2y = 3
x + 2y = 2

Prosta regresji
Przyktad 5. Znalezé prosta y = ax + b o tej wlasnosci, ze dla danych punktéw
(Ila yl)v (:C27 y2)7 EE) (Ika yk‘) suma

k

Z[(axi +0) — il

i=1

jest najmniejsza. Wyznaczy¢ taka prosta dla punktow (—2,1), (0,0), (2,1),
(4,2).

T 1
T2 1
e Szukamy najlepszego rozwiazania uktadu réwnan liniowaych. | | | {

Tl 1

Y1

Y2 L .o

z niewiadomymi a i b.
Yk

a
b

|



e Uktad normalny AT Az = ATy przyjmuje postaé:

ZZ:l a Zf:l Zi { a ] _ 2%1 ZiYi
die1 T k b D ie1 Yi

o det(ATA) = Z (z; — x;)? # 0 jesli tylko nie wszystkie z; sa réwne
1<i<j<k
¢ i wtedy uklad ma doktadnie jedno rozwigzanie.

e Znaleziona w ten sposob prosta y = ax + b nazywana jest prostq regresji.

Uwaga 9. Jedli kolumny macierzy B sa parami ortogonalne, to macierz BT B
jest diagonalna ( i tatwo ja odwroci¢!). Jedli dodatkowo kazda kolumna ma
dtugosé 1, to BT B jest macierza jednostkowa i 7y () = BBT z.

Przyktad 6. Znalezé¢ macierz mpy dla U = lin{[1,2,2]7,[2,-2,1]7}.

Def. 15. Baze nazywamy ortogonalng, gdy kazde jej dwa wektory sq orto-
gonalne. Jesli dodatkowo jej wektory sa unormowane, to nazywamy ja bazg
ortonormalng.

Iloczyn skalarny w bazie ortonormalnej

Fakt 15. Jesli B = {b1,ba,...,b} jest ortonormalng bazq k-wymiarowej prze-

4]
!/
Lo
strzeni euklidesowej z dowolnym iloczynem skalarnym, ' = ) Yy =
}
i
Ya
. sq¢ odpowiednio wektorami wspotrzednych wektoréw x, y w bazie B, to:
Y

(z,y) = ()Y

W szezegdlnosei ||z|| = \/(27)? + (@))% + ... + (2},)2.

(Dowolny iloczyn skalarny i norma wektora w dowolnej bazie ortonormalnej

wyrazaja sie tym samymi wzorami, co standardowy iloczyn skalarny i dlugosé
wektora w E*¥.)

Ortogonalizacja Grama-Schmidta



Twierdzenie 16. Niech {uy, us, ..., uy} bedzie bazq podprzestrzeni W przestrzeni
euklidesowej E™. Wowczas uktad wektorow:

U1 = Ui,
T
Uy V1
V2 = U2 — fl 7 U1,

Uz V1

_ ugvz
U3 =Uz — | T, E 01 T ToE 02|

T T
_ Uy, V1 Up Vg —1
Ve = Uk — {W’l}]‘f"" k

[oe_1]? 'kal:| )

jest ortogonalng bazg podprzestrzeni W.

1 V2 Vi

v
[oil[? floz[]> 7 [lok]]

Uwaga 10. Wektory
strzeni W.

tworza ortonormalna baze podprze-

. T . , T . . -
Uwaga 11. Zamiast WU mozna braé HU;}TU Jednak wyznaczanie iloczynéow
skalarnych jest wygodniejsze od wyznaczania macierzy rzutéw.

Uwaga 12. Ortogonalizacja Grama-Schmidta polega na odejmowaniu od kolej-
nych wyjéciowych wektoréw ich rzutéw prostokatnych na podprzestrzenie gene-
rowane przez poprzednie wektory.

Uwaga 13. Wektory v; w ortogonalizacji mozna zastapi¢ dowolnymi wektorami
z nimi proporcjonalnymi.

Przyktad 7. Zortogonalizowaé¢ metoda Grama-Schmidta uklady wektorow:
Lo{[1,1,1)7,[1,2,3]T}.
2. {[1,2,2]7,[4,5,2]7,[5,1,1]T}

Macierze ortogonalne
Def. 16. Macierz kwadratowa A nazywamy ortogonalng, gdy A~! = AT,

Fakt 17. Dla macierzy kwadratowej A stopnia n nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

1. A jest ortogonalna;
AAT =1;
ATA=1;

wiersze macierzy A tworzg baze ortonormalng przestrzeni R™;

AT R

kolumny macierzy A tworzq baze ortonormalng przestrzeni R™.



Przyklady macierzy ortogonalnych

. L. cosa —sina
e Macierz obrotu o kat a na plaszczyznie . ,
sina  cosa

Macierze symetrii wzgledem Ox - [ (1) —01 },wzglqdem Oy - [ 61 (1) }

i wzgledem prostej y = x - { (1) (1) ];

e —7, - macierz symetrii wzgledem poczatku uktadu w R";

0 0 1
e Macierze permutacji Py, np. P23 = | 1 0 0
01 0
Stad wniosek, ze P, ! = PT;
cosa —sina 0
. sin o cosa 0 | jest macierza obrotu wokét Oz;
0 0 1
2 -2 1 1 -8 —4
1
e 2|2 1 =2 |, % -8 1 —4
1 2 2 -4 -4 7

Endomorfizmy ortogonalne

Def. 17. Endomorfizm liniowy L przestrzeni E™, ktéry zachowuje iloczyn
skalarny nazywamy FEndomorfizmem ortogonalnym.

(z,y) = (L(x), L(y))
dla dowolnych z, y.

Wn. 4. Endomorfizm ortogonalny L zachowuje norme wektora, ortogonalnosé
wektorow ¢ kqty pomiedzy wektorami x,y:

1. ||z|| = ||L(z)|| dla dowolnego x, (czyli L jest izometrig),
xly = L(x)LL(y),
L(x,y) = £(L(x), L(y))-

Macierz A endomorfizmu L w bazie standardowej jest ortogonalna wtedy
i tylko wtedy, gdy L jest ortogonalny.

e



Grupy O(n) i SO(n)

Twierdzenie 18. 1. Macierze ortogonalne stopnia n z dziataniem mnozenia
tworzq grupe przeksztatcen.

2. Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest rowny 1 lub —1.

3. Macierze ortogonalne stopnia n o wyznaczniku jeden sq¢ podgrupg grupy
wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n.

Def. 18. Grupe macierzy ortogonalnych stopnia n nazywamy grupg ortogo-
nalng stopnia n i oznaczamy O(n), a jej podgrupe macierzy o wyznaczniku 1
nazywamy specjalng grupg ortogonalng i oznaczamy SO(n).

Diagonalizacja macierzy symetrycznych za pomoca macierzy ortogo-
nalnych

Twierdzenie 19. Macierz endomorfizmu L w dowolnej bazie ortonormalnej
jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy (L(z),y) = (z, L(y)) dla dowolnych
wektorow T i y.

Twierdzenie 20 (Spektralne dla rzeczywistych macierzy symetrycznych). Niech
S bedzie macierzqg symetryczng stopnia n. Wowczas:

1. Wartosci wtasne macierzy S sq liczbami rzeczywistyms.

2. Wektory wtasne odpowiadajgce rozZnym wartosSciom wlasnym sq ortogo-
nalne.

3. Istnieje baza przestrzeni E™ ztozZona z unormowanych i ortogonalnych wek-
torow wtasnych macierzy S. Macierz QQ przejscia z bazy kanonicznej do
bazy wektoréw wtasnych jest ortogonalna i macierz QT SQ jest diagonalna.

Twierdzenie 21. Macierz rzeczywista kwadratowa jest diagonalizowalna za po-
mocq macierzy ortogonalnej wtedy i tylko wtedy, gdy jest symetryczna.

Przyktad 8. Zdiagonalizowaé ortogonalnie dane macierze symetryczne. Wskazaé
odpowiednie macierze diagonalne i ortogonalne.
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Rozklad S = QAQ”

Wn. 5. Kazda rzeczywista macierz symetryczna S ma rozktad

S =QAQT.
I
Q= | v va .. v, | jest ortogonalng macierzq unormowanych wektorow
I .
A0 o0
A ... O
wlasnych macierzy S, a A = . . .|, gdzie A1, Aa, ... Ay S war-
0 0 ... X\

tosciami wtasnymi wektorow vy, va, ..., v, odpowiednio.

Rozklad spektralny macierzy symetrycznej

Wn. 6. Jezeli vy,vs, ..., v, sq unormowanymi wektoramsi wltasnymi symetrycz-
nej macierzy S, a A1, A, ..., A, 8¢ odpowiadajgcymi im wartoSciami wtasnymi,
to

S = )\1’0111? + )\Q’Ugvg + ...+ /\nvnvz.

Def. 19. Opisany we wniosku rozktad macierzy symetrycznej na sume macierzy
rzedu 1 nazywamy roktadem spektralnym.

Przyktad 9. Znalez¢ roklady spektralne macierzy symetrycznych z przyktadu 8.

10



