Uklad m réwnan liniowych z n niewiadomymi
a11x1 + ajprz + ... + a1y, = by air a2

a1r1 + agr2 + ... + a2y, = bo . asr a2
Macierz ukltadu: A :=

Am1%1 + AmaT2 + .. + GmnTn = bm aml  Am2

aiq ai12 A1n ‘ b1
a1 a922 agn ‘ b2

Macierz uzupelniona: U :=

Aml  Gm2 o Amn | b

Macierzowy i kolumnowy zapis ukladu

Az =b,
X1 bl
Xro bQ
gdzie A jest macierza uktadu, r = .|, b= ) sa odpowiednio wek-
Ty b,

torami niewiadomych i wyrazéw wolnych.

X - Qg1 —+ 29 - A 42 —+ ...+ Ty * Asn = b,
| | |
_ aij
| az;j
gdzie | a.; | == . dla j € {1,2,...,n}.
L :
Qmj

Przyktad 1. Rozwigza¢ uktady réwnan:

r1 —X9 “+xs3 —T4 =
—21’1 +£C2 +£E3

Il
W W =

L. —x9 +3r3 —214
—3z1 +w2 +3w3  —wmy =
[ —1 2 1 1 1
2. 2 —1 -1 ze | =| 1 |;
| 4 1 -1 T3 4
1 2 1 3
.21 2 | +x9-| 3 | 4+a3-| 3| =1| 4
3 1 4 3

Twierdzenie 1 (Kroneckera-Capellego). Niech A, U bedg odpowiednio macie-
rzq 1 macierzg uzupetniong uvktadu réwnan liniowych z n niewiadomymi. Uktad
ten ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy rA = rU.

G1n
a2n

a'mn



Fakt 2. Jesli rA = rU = n, to uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie (jest
oznaczony). JeslirA =rU = k < n, to uktad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan
zaleznych od n— k parametrow (jest nieoznaczony). JeslirA # rU, to uktad nie
ma rozwigzania (jest sprzeczny).

Uwaga 1. Zbiér rozwigzan nieoznaczonego uktadu Az = b tworza wektory po-

staci:
n—k

T =ux9+ E tiz;,
i—1

gdzie t; sa dowolnymi liczbami. Nie jest to podprzestrzen liniowa, gdy b # 0.
Zbiér wektoréw postaci xog+W, gdzie W jest podprzestrzenig liniowa, nazywamy
podprzestrzeniq afiniczng lub warstwg podprzestrzeni liniowej W.

Uklady jednorodne
Def. 1. Uktad rownan Az = 0 nazywamy jednorodnym.

Wn. 3. Uktad jednorodny zawsze ma rozwigzanie. Zbidr rozwiqgzan jest (n—k)-
wymiarowq podprzestrzenig liniowq przestrzeni R™, gdzie n jest iloScig niewia-
domych, a k jest rzedem macierzy uktadu. Kazdy wektor rozwigzania ma postac:

n—k
T = E ti.’lii.
i=1

Uwaga 2. Rozwigzanie uktadu niejednorodnego Ax = b dostajemy dodajac do

dowolnego wektora z( spelniajacego ten uktad rozwiazanie uktadu jednorodnego
Ax = 0.

Sztuczka z —110

e Sprowadzamy macierz uzupehiona uktadu Az = b do zredukowanej po-
staci schodkowej [A’|b'].

e Macierz [A’|V/] rozszerzamy do macierzy [A”|b"] dopisujac wiersze z jed-
nym wyrazem —1 i pozostalymi 0 w ten sposob, ze A" jest macierza kwa-
dratowa z wyrazami 1 1 —1 na gléwnej przekatne;j.

e Kolumny z dopisanymi —1 tworza baze podprzestrzeni W rozwiazan uktadu
jednorodnego Az = 0.

e Warstwa b” + W jest zbiorem rozwigzan uktadu Az = b.

Przyktad 2. Rozwigzaé uklady réwnan o danych macierzach uzupelnionych:

12002 | 2 ;gg;}}
a)00104|1;b)1170‘2
0001 3] 3 3815 | 1



Wyznacznik

Def. 2. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej nazywamy funkcje, ktora kaz-
dej macierzy A = (a;;) przyporzadkowuje liczbe det A zgodnie z nastepujacym
schematem indukcyjnym:

1. Dla macierzy A = (a;1) stopnia 1:

det A := a1,

2. Dla macierzy stopnia n > 2:
n
det A := Z(—1)1+ja1j det Alja
j=1

gdzie A;; oznacza macierz powstala z macierzy A przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.

Wyrazenie (—1)i*7 det A;; nazywamy dopetnieniem algebraicznym wyrazu

a;j. Stosujemy réwniez oznaczenie |a;;| := det(a;; ).
. . . A ailp  ai2 o
Wn. 4 (Wyznacznik macierzy stopnia 2:). a a = a11092 — Q12091
21 Q22

aj; a2 as

Wn. 5 (WZOI‘ Sarrusa:). a1 Q92 (23 | = (110220331+@0120230311+013021032—
azi1 azz ass

(a13a22a31 + a12021033 + a11a23032)

Uwaga 3. Wzor Sarrusa stosujemy tylko i wylacznie do macierzy stopnia 3!!!

Rozwiniecie Laplace’a

Twierdzenie 6. Wyznacznik macierzy A = (a;;) jest rowny rozwinieciv wzgle-
dem dowolnego wiersza lub dowolnej kolumny:

n
o det A=Y (—1)*ay; det Ay,
j=1
(rozwiniecie wzgledem k-tego wiersza)
o det A := Z(—l)i+kaik det A;
i=1

(rozwiniecie wzgledem k-tej kolumny)



Wilasnosci wyznacznika

1. det A = det AT.

2. det I,, = 1.(macierz jednostkowa dowolnego stopnia ma wyznacznik rowny

1)

3. Wyznacznik macierzy trojkatnej jest réwny iloczynowi wyrazéw glownej
przekatne;j.

4. Jesli w macierzy zamienimy miejscami dwa wiersze (dwie kolumny), to
wyznacznik zmieni znak na przeciwny.

5. Jegli macierz A posiada dwa jednakowe wiersze (kolumny), to det A = 0.

6. det

w1

Wk—1
AW
W41

w n

= adet

w1

Wk —1
Wi
WE41

Wn,

(z dowolnego wiersza (kolumny) mozna wy-

ciggnaé stala przed wyznacznik).

7. det

wq

Wr—1

wi +wy, | = det

W41

Wn

W41

Wn

i analogicznie dla kolumn.

+det| wy

8. Jezeli macierz A ma zerowy wiersz (kolumne), to det A = 0.

9. Jezeli do dowolnego wiersza (kolumny) macierzy dodamy dowolna kombi-
nacje liniowa pozostalych, to wyznacznik nie zmieni sie.

Uwaga 4. Wlasnosci 6., 9. pozwalaja zastosowaé metode Gaussa do szybkiego
obliczania wyznacznikéw dowolnego stopnia. Po wyzerowaniu wszystkich poza
jednym wyrazow wiersza (kolumny) rozwiniecie Laplace’a obniza o jeden stopien
wyznacznika.



].0 Jeéh A = (aij)an, B = (bij)me, C = (Cij)an i

ail ai12 . A1n | 0 0 e 0
a21 a22 .o A2n | 0 0 oo 0
| an a2 . amn | O 0 0
D = ,
C11 C12 Cin | bll blg blm
C21 C22 e Con | b21 b22 vee bgm
L Cm1 Cm2 .. Cmn | bml bmg . bmm 1

to
det D = det A - det B.

Twierdzenie 7 (Cauchy’ego).
det(A- B) = det A - det B.
Wyznaczanie macierzy odwrotnej za pomoca dopelnienn algebraicz-
nych

Twierdzenie 8. Macierz kwadratowg A = (a,;) jest nieosobliwa wtedy i tylko
wtedy, gdy det A # 0. Jej macierzq odwrotng jest A=' = (b;;), gdzie:

by — (—1)"7 det Aj;
det A
dla wszystkich i, j.
Algorytm wyznaczania macierzy odwrotnej:
1. Obliczamy det A. A~! wyznaczamy tylko w przypadku det A # 0.
2. Wyznaczamy macierz dopetnieri algebraicznych D := ((—1)"7 det A;;).

3. Transponujemy macierz D.

-1_ _1 T
4._A —m'D-

Wyznacznik, a rzad macierzy

Fakt 9. Rzqd macierzy kwadratowej A stopmia n jest réwny n wtedy i tylko
wtedy, gdy det A # 0.

Def. 3. Minorem stopnia k macierzy A,,x, nazywamy wyznacznik dowolne;
macierzy powstalej z A przez skreslenie m — k wierszy i n — k kolumn.

Twierdzenie 10. Rzqd macierzy jest rowny najwyzszemu stopniowi jej nieze-
TOWego Mminora.



Minory glowne i rozklad A = LU

Def. 4. Minorem gtéwnym macierzy kwadratowej A stopnia n nazywamy wy-
znacznik macierzy powstalej z A przez skre§lenie wierszy i kolumn o tych samych
numerach. Przez M) oznacza sie poczatkowy minor stopnia k, czyli powstaty
po skregleniu ostanich n — k wierszy i kolumn.

Fakt 11. Nieosobliwa macierz kwadratowa A ma rozktad A = LU, wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie jej poczgtkowe minory gltowne My, sq rozne od zera.

Przyktad 3. Macierz A = nie ma rozktadu A = LU.

Uklady Cramera

Def. 5. Uktadem Cramera nazywamy uklad n réwnan z n niewiadomymi,
ktorego macierz jest nieosobliwa.

Twierdzenie 12 (Cramera). Uktad Cramera ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Jest ono okreslone wzorem:
o det Aj

T et A
gdzie dla j € {1,...,n}, A; oznacza macierz powstatq po zamianie w macierzy
A uktadu j-tej kolumny, kolumng wyrazéw wolnych B.

T “+xo —Tr3 =
Przyktad 4. Rozwigzaé¢ metoda Cramera uktad rownan: 1 —xy +x3 =
X1 -I-.’EQ -I-(Eg =

Permutacje

Def. 6. Permutacjg zbioru X = {1,2,...,n} nazywamy dowolne wzajemnie
jednoznaczne przeksztalcenie zbioru X na siebie.

Permutacje zapisujemy: o = 1 2 ... n
J€ zapisujemy: o = 0(1) 0(2) o(n) .

Twierdzenie 13. Zbior wszystkich permutacyi zbioru X z dziataniem ich skta-
dania jest grupg.

Grupe permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy S,,. Jej rzad, czyli ilo§¢
element6w, to n!l. Element neutralny oznaczamy id.

Uwaga 5. Sktadajac permutacje czytamy je od prawej strony, poniewaz 7o (X) :=
7(0(X)). Sktadanie permutacji nie jest przemienne!

[\



Permutacyjna definicja wyznacznika. Dow6d Tw. Laplace’a.

Def. 7. Moéwimy, ze dwie wartosci permutacji o tworza inwersje, gdy mniej-
szemu argumentowi ¢ odpowiada wieksza warto$¢ o(i). Permutacje o € S,
nazywamy parzystg lub nieparzystqg, gdy ma odpowiednio parzysta lub niepa-
rzysta liczbe inwersji.

Def. 8. Znakiem permutacji o jest liczba 1, gdy jest ona parzysta, a liczba —1,
gdy jest nieparzysta. Znak permutacji o oznaczamy sgn(o).

Twierdzenie 14 (Permutacyjna definicja wyznacznika). Dla dowolnej macierzy

kwadratowej A = [a;;] stopnia n:

det A = Z sgn(a)alg(l)a%@)...a,w(n).
ocES,,

Lemat 15. Jezeli permutacja o' powstaje z permutacji

i
=o(i
mentow wiekszych od i oraz wartosci wiekszych od j, to

sgn(o’) = (=1)"sgn(o).

poprzez wykreslenie jednej kolumny < j ) ) 1 zmniejszenie o jeden argu-

Cykle, transpozycje

Def. 9. Permutacje w € S,, nazywamy cyklem rzedu k (cyklem k-wyrazowym)
jezeli istnieje taki podzbior Y = {a1, as,...,ar} C {1,2,...,n}, ze

o w(a;)=a;p1 dlaie{1,...,k—1},
o m(ar) =as i
e t(m)=mdlam¢Y.
Taki cykl zapisujemy (a1, as, ..., ag)-
Permutacja tozsamosciowa id jest cyklem rzedu 0

Twierdzenie 16. Kazda permutacja jest cyklem lub ztozZeniem cykli roztgcz-
nych. Rozktad na cykle jest jednoznaczny z doktadnoscig do kolejnosci czynni-
kow.

Def. 10. Cykl rzedu 2 nazywamy transpozycjg.
Fakt 17. (a1,as, ..., ak) = (al, as)(ag, ag)(ag, a4)...(ak_2, ak_l)(ak_l, ak).

Wn. 18. Kazda permutacja jest ztozeniem transpozycji.



Fakt 19. Kazda transpozycja jest ztozeniem nieparzystej liczby transpozycyi liczb
sgsiednich.

Fakt 20. Kazda transpozycja jest permutacjg nieparzystq.

Twierdzenie 21. Znak permutacji zmienia sie na przeciwny po zlozeniu jej z
dowolng transpozycjg.

Wn. 22. Dla k > 2 cykl rzedu k ma znak (—1)F~1.

Uwaga 6. Najprostszy sposob okreslenia znaku permutacji, to zapisanie jej w
postaci zlozenia cykli i policzenie przecinkéw.

Macierze permutacji

Def. 11. Macierza permutacji P, nazywamy macierz powstala z macierzy
jednostkowej w wyniku permutacji o jej wierszy.

Wn. 23. Dowolna macierz permutacyi jest iloczynem macierzy elementarnych
typu E;;.

Fakt 24. Dla dowolnej macierzy nieosobliwej A istniejqg takie macierze: per-
mutacji Py, trojkgtna dolna L i téjkgtna gérna U, ze

P,A=LU.

Przyktad 5. Wyznaczy¢ rozktad P,A = LU dla macierzy A =

W DN =
N = N
= W



