
Ukªad m równa« liniowych z n niewiadomymi
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2

...
...

...
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

Macierz ukªadu: A :=


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 ... amn



Macierz uzupeªniona: U :=


a11 a12 ... a1n | b1
a21 a22 ... a2n | b2
...

...
. . .

... |
...

am1 am2 ... amn | bm


Macierzowy i kolumnowy zapis ukªadu

Ax = b,

gdzie A jest macierz¡ ukªadu, x =


x1
x2
...
xn

, b =


b1
b2
...
bm

 s¡ odpowiednio wek-

torami niewiadomych i wyrazów wolnych.

x1 ·

 |
a∗1
|

+ x2 ·

 |
a∗2
|

+ ...+ xn ·

 |
a∗n
|

 = b,

gdzie

 |
a∗j
|

 :=


a1j
a2j
...

amj

 dla j ∈ {1, 2, ..., n}.

Przykªad 1. Rozwi¡za¢ ukªady równa«:

1.


x1 −x2 +x3 −x4 = 1

−2x1 +x2 +x3 = 1
−x2 +3x3 −2x4 = 3

−3x1 +x2 +3x3 −x4 = 3

;

2.

 −1 2 1
2 −1 −1
4 1 −1

 x1
x2
x3

 =

 1
1
4

;
3. x1 ·

 1
2
3

+ x2 ·

 2
3
1

+ x3 ·

 1
3
4

 =

 3
4
3

.
Twierdzenie 1 (Kroneckera-Capellego). Niech A, U b¦d¡ odpowiednio macie-
rz¡ i macierz¡ uzupeªnion¡ ukªadu równa« liniowych z n niewiadomymi. Ukªad
ten ma rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy rA = rU .
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Fakt 2. Je±li rA = rU = n, to ukªad ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie (jest
oznaczony). Je±li rA = rU = k < n, to ukªad ma niesko«czenie wiele rozwi¡za«
zale»nych od n−k parametrów (jest nieoznaczony). Je±li rA 6= rU , to ukªad nie
ma rozwi¡zania (jest sprzeczny).

Uwaga 1. Zbiór rozwi¡za« nieoznaczonego ukªadu Ax = b tworz¡ wektory po-
staci:

x = x0 +

n−k∑
i=1

tixi,

gdzie ti s¡ dowolnymi liczbami. Nie jest to podprzestrze« liniowa, gdy b 6= 0.
Zbiór wektorów postaci x0+W , gdzieW jest podprzestrzeni¡ liniow¡, nazywamy
podprzestrzeni¡ a�niczn¡ lub warstw¡ podprzestrzeni liniowej W .

Ukªady jednorodne

Def. 1. Ukªad równa« Ax = 0 nazywamy jednorodnym.

Wn. 3. Ukªad jednorodny zawsze ma rozwi¡zanie. Zbiór rozwi¡za« jest (n−k)-
wymiarow¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Rn, gdzie n jest ilo±ci¡ niewia-
domych, a k jest rz¦dem macierzy ukªadu. Ka»dy wektor rozwi¡zania ma posta¢:

x =

n−k∑
i=1

tixi.

Uwaga 2. Rozwi¡zanie ukªadu niejednorodnego Ax = b dostajemy dodaj¡c do
dowolnego wektora x0 speªniaj¡cego ten ukªad rozwi¡zanie ukªadu jednorodnego
Ax = 0.

Sztuczka z −1 i 0

� Sprowadzamy macierz uzupeªnion¡ ukªadu Ax = b do zredukowanej po-
staci schodkowej [A′|b′].

� Macierz [A′|b′] rozszerzamy do macierzy [A′′|b′′] dopisuj¡c wiersze z jed-
nym wyrazem −1 i pozostaªymi 0 w ten sposób, »e A′′ jest macierz¡ kwa-
dratow¡ z wyrazami 1 i −1 na gªównej przek¡tnej.

� Kolumny z dopisanymi−1 tworz¡ baz¦ podprzestrzeniW rozwi¡za« ukªadu
jednorodnego Ax = 0.

� Warstwa b′′ +W jest zbiorem rozwi¡za« ukªadu Ax = b.

Przykªad 2. Rozwi¡za¢ ukªady równa« o danych macierzach uzupeªnionych:

a)

 1 2 0 0 2 | 2
0 0 1 0 4 | 1
0 0 0 1 3 | 3

; b)


1 2 3 1 | 1
2 5 2 3 | 1
1 1 7 0 | 2
3 8 1 5 | 1

.
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Wyznacznik

Def. 2. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej nazywamy funkcj¦, która ka»-
dej macierzy A = (aij) przyporz¡dkowuje liczb¦ detA zgodnie z nast¦puj¡cym
schematem indukcyjnym:

1. Dla macierzy A = (a11) stopnia 1:

detA := a11,

2. Dla macierzy stopnia n ≥ 2:

detA :=

n∑
j=1

(−1)1+ja1j detA1j ,

gdzie Aij oznacza macierz powstaª¡ z macierzy A przez skre±lenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.

Wyra»enie (−1)i+j detAij nazywamy dopeªnieniem algebraicznym wyrazu
aij . Stosujemy równie» oznaczenie |aij | := det(aij).

Wn. 4 (Wyznacznik macierzy stopnia 2:).

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21

Wn. 5 (Wzór Sarrusa:).

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−

(a13a22a31 + a12a21a33 + a11a23a32)

Uwaga 3. Wzór Sarrusa stosujemy tylko i wyª¡cznie do macierzy stopnia 3!!!

Rozwini¦cie Laplace'a

Twierdzenie 6. Wyznacznik macierzy A = (aij) jest równy rozwini¦ciu wzgl¦-
dem dowolnego wiersza lub dowolnej kolumny:

� detA :=

n∑
j=1

(−1)k+jakj detAkj

(rozwini¦cie wzgl¦dem k-tego wiersza)

� detA :=

n∑
i=1

(−1)i+kaik detAik

(rozwini¦cie wzgl¦dem k-tej kolumny)
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Wªasno±ci wyznacznika

1. detA = detAT .

2. det In = 1.(macierz jednostkowa dowolnego stopnia ma wyznacznik równy
1)

3. Wyznacznik macierzy trójk¡tnej jest równy iloczynowi wyrazów gªównej
przek¡tnej.

4. Je±li w macierzy zamienimy miejscami dwa wiersze (dwie kolumny), to
wyznacznik zmieni znak na przeciwny.

5. Je±li macierz A posiada dwa jednakowe wiersze (kolumny), to detA = 0.

6. det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w1

...
wk−1
awk
wk+1

...
wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w1

...
wk−1
wk
wk+1

...
wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(z dowolnego wiersza (kolumny) mo»na wy-

ci¡gn¡¢ staª¡ przed wyznacznik).

7. det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w1

...
wk−1

wk + w′k
wk+1

...
wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w1

...
wk−1
wk
wk+1

...
wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w1

...
wk−1
w′k
wk+1

...
wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i analogicznie dla kolumn.

8. Je»eli macierz A ma zerowy wiersz (kolumn¦), to detA = 0.

9. Je»eli do dowolnego wiersza (kolumny) macierzy dodamy dowoln¡ kombi-
nacj¦ liniow¡ pozostaªych, to wyznacznik nie zmieni si¦.

Uwaga 4. Wªasno±ci 6., 9. pozwalaj¡ zastosowa¢ metod¦ Gaussa do szybkiego
obliczania wyznaczników dowolnego stopnia. Po wyzerowaniu wszystkich poza
jednym wyrazów wiersza (kolumny) rozwini¦cie Laplace'a obni»a o jeden stopie«
wyznacznika.
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10. Je±li A = (aij)n×n, B = (bij)m×m, C = (cij)m×n i

D :=



a11 a12 ... a1n | 0 0 ... 0
a21 a22 ... a2n | 0 0 ... 0
...

...
. . .

... |
...

...
. . .

...
an1 an2 ... ann | 0 0 ... 0
c11 c12 ... c1n | b11 b12 ... b1m
c21 c22 ... c2n | b21 b22 ... b2m
...

...
. . .

... |
...

...
. . .

...
cm1 cm2 ... cmn | bm1 bm2 ... bmm


,

to
detD = detA · detB.

Twierdzenie 7 (Cauchy'ego).

det(A ·B) = detA · detB.

Wyznaczanie macierzy odwrotnej za pomoc¡ dopeªnie« algebraicz-

nych

Twierdzenie 8. Macierz kwadratow¡ A = (aij) jest nieosobliwa wtedy i tylko
wtedy, gdy detA 6= 0. Jej macierz¡ odwrotn¡ jest A−1 = (bij), gdzie:

bij =
(−1)i+j detAji

detA

dla wszystkich i, j.

Algorytm wyznaczania macierzy odwrotnej:

1. Obliczamy detA. A−1 wyznaczamy tylko w przypadku detA 6= 0.

2. Wyznaczamy macierz dopeªnie« algebraicznych D := ((−1)i+j detAij).

3. Transponujemy macierz D.

4. A−1 = 1
detA ·D

T .

Wyznacznik, a rz¡d macierzy

Fakt 9. Rz¡d macierzy kwadratowej A stopnia n jest równy n wtedy i tylko
wtedy, gdy detA 6= 0.

Def. 3. Minorem stopnia k macierzy Am×n nazywamy wyznacznik dowolnej
macierzy powstaªej z A przez skre±lenie m− k wierszy i n− k kolumn.

Twierdzenie 10. Rz¡d macierzy jest równy najwy»szemu stopniowi jej nieze-
rowego minora.
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Minory gªówne i rozkªad A = LU

Def. 4. Minorem gªównym macierzy kwadratowej A stopnia n nazywamy wy-
znacznik macierzy powstaªej z A przez skre±lenie wierszy i kolumn o tych samych
numerach. Przez Mk oznacza si¦ pocz¡tkowy minor stopnia k, czyli powstaªy
po skre±leniu ostanich n− k wierszy i kolumn.

Fakt 11. Nieosobliwa macierz kwadratowa A ma rozkªad A = LU , wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie jej pocz¡tkowe minory gªówne Mk s¡ ró»ne od zera.

Przykªad 3. Macierz A =

 1 2 3
2 4 1
3 2 1

 nie ma rozkªadu A = LU .

Ukªady Cramera

Def. 5. Ukªadem Cramera nazywamy ukªad n równa« z n niewiadomymi,
którego macierz jest nieosobliwa.

Twierdzenie 12 (Cramera). Ukªad Cramera ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie.
Jest ono okre±lone wzorem:

xj =
detAj
detA

,

gdzie dla j ∈ {1, ..., n}, Aj oznacza macierz powstaª¡ po zamianie w macierzy
A ukªadu j-tej kolumny, kolumn¡ wyrazów wolnych B.

Przykªad 4. Rozwi¡za¢ metod¡ Cramera ukªad równa«:

 x1 +x2 −x3 = 0
x1 −x2 +x3 = 2
x1 +x2 +x3 = 4

.

Permutacje

Def. 6. Permutacj¡ zbioru X = {1, 2, ..., n} nazywamy dowolne wzajemnie
jednoznaczne przeksztaªcenie zbioru X na siebie.

Permutacje zapisujemy: σ =

(
1 2 ... n

σ(1) σ(2) ... σ(n)

)
.

Twierdzenie 13. Zbiór wszystkich permutacji zbioru X z dziaªaniem ich skªa-
dania jest grup¡.

Grup¦ permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy Sn. Jej rz¡d, czyli ilo±¢
elementów, to n!. Element neutralny oznaczamy id.

Uwaga 5. Skªadaj¡c permutacje czytamy je od prawej strony, poniewa» τσ(X) :=
τ(σ(X)). Skªadanie permutacji nie jest przemienne!
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Permutacyjna de�nicja wyznacznika. Dowód Tw. Laplace'a.

Def. 7. Mówimy, »e dwie warto±ci permutacji σ tworz¡ inwersj¦, gdy mniej-
szemu argumentowi i odpowiada wi¦ksza warto±¢ σ(i). Permutacj¦ σ ∈ Sn
nazywamy parzyst¡ lub nieparzyst¡, gdy ma odpowiednio parzyst¡ lub niepa-
rzyst¡ liczb¦ inwersji.

Def. 8. Znakiem permutacji σ jest liczba 1, gdy jest ona parzysta, a liczba −1,
gdy jest nieparzysta. Znak permutacji σ oznaczamy sgn(σ).

Twierdzenie 14 (Permutacyjna de�nicja wyznacznika). Dla dowolnej macierzy
kwadratowej A = [aij ] stopnia n:

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2)...anσ(n).

Lemat 15. Je»eli permutacja σ′ powstaje z permutacji

σ =

(
1 2 ... n

σ(1) σ(2) ... σ(n)

)

poprzez wykre±lenie jednej kolumny

(
i

j = σ(i)

)
i zmniejszenie o jeden argu-

mentów wi¦kszych od i oraz warto±ci wi¦kszych od j, to

sgn(σ′) = (−1)i+jsgn(σ).

Cykle, transpozycje

Def. 9. Permutacj¦ π ∈ Sn nazywamy cyklem rz¦du k (cyklem k-wyrazowym)
je»eli istnieje taki podzbiór Y = {a1, a2, ..., ak} ⊂ {1, 2, ..., n}, »e

� π(ai) = ai+1 dla i ∈ {1, ..., k − 1},

� π(ak) = a1 i

� π(m) = m dla m /∈ Y .

Taki cykl zapisujemy (a1, a2, ..., ak).

Permutacja to»samo±ciowa id jest cyklem rz¦du 0

Twierdzenie 16. Ka»da permutacja jest cyklem lub zªo»eniem cykli rozª¡cz-
nych. Rozkªad na cykle jest jednoznaczny z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci czynni-
ków.

Def. 10. Cykl rz¦du 2 nazywamy transpozycj¡.

Fakt 17. (a1, a2, ..., ak) = (a1, a2)(a2, a3)(a3, a4)...(ak−2, ak−1)(ak−1, ak).

Wn. 18. Ka»da permutacja jest zªo»eniem transpozycji.
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Fakt 19. Ka»da transpozycja jest zªo»eniem nieparzystej liczby transpozycji liczb
s¡siednich.

Fakt 20. Ka»da transpozycja jest permutacj¡ nieparzyst¡.

Twierdzenie 21. Znak permutacji zmienia si¦ na przeciwny po zªo»eniu jej z
dowoln¡ transpozycj¡.

Wn. 22. Dla k ≥ 2 cykl rz¦du k ma znak (−1)k−1.

Uwaga 6. Najprostszy sposób okre±lenia znaku permutacji, to zapisanie jej w
postaci zªo»enia cykli i policzenie przecinków.

Macierze permutacji

Def. 11. Macierz¡ permutacji Pσ nazywamy macierz powstaª¡ z macierzy
jednostkowej w wyniku permutacji σ jej wierszy.

Wn. 23. Dowolna macierz permutacji jest iloczynem macierzy elementarnych
typu Eij.

Fakt 24. Dla dowolnej macierzy nieosobliwej A istniej¡ takie macierze: per-
mutacji Pσ, trójk¡tna dolna L i tójk¡tna górna U , »e

PσA = LU.

Przykªad 5. Wyznaczy¢ rozkªad PσA = LU dla macierzy A =

 1 2 3
2 4 1
3 2 1

.
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