
Przestrze« wektorowa Rn

Def. 1. Rzeczywist¡ n-wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ (liniow¡) Rn nazy-
wamy zbiór n-wyrazowych ci¡gów liczb rzeczywistych [x1, x2, ..., xn] z nast¦pu-
j¡cymi dziaªaniami dodawania wektorów i mno»enia wektorów przez liczby:

[x1, x2, ..., xn] + [y1, y2, ..., yn] := [x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn],

a · [x1, x2, ..., xn] := [a · x1, a · x2, ..., a · xn].

Wektory oznaczamy: −→x := [x1, x2, ..., xn].

Wektor zerowy to
−→
0 := [0, 0, ..., 0].

Uwaga 1. Analogicznie okre±lamy n-wymiarow¡ zespolon¡ przestrze« wekto-
row¡ Cn przyjmuj¡c liczby zespolone zamiast rzeczywistych.

Przestrze« liniowa

Def. 2. Niepusty zbiór V nazywa si¦ przestrzeni¡ liniow¡ (lub wektorow¡) nad
ciaªem K, je±li

1. V z dziaªaniem dodawania jest grup¡ abelow¡;

2. okre±lone jest dziaªanie mno»enia elementów zbioru V przez elementy ciaªa
K speªniaj¡ce warunki:

(a) 1 · −→x = −→x
(b) a(−→x +−→y ) = a−→x + a−→y
(c) (a+ b)−→x = a−→x + b−→x
(d) a(b−→x ) = (ab)−→x

Maªe ªaci«skie litery oznaczaj¡ tu elementy ciaªaK i nazywamy je skalarami,
1 jest elementem neutralnym mno»enia w tym ciele, a litery ze strzaªk¡ oznaczaj¡
elementy zbioru V i nazywamy je wektorami. Element neutralny grupy wektorów
(V,+) nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy

−→
0 .

Twierdzenie 1. Przestrze« wektorowa Rn jest przestrzeni¡ liniow¡.

Def. 3. Dowolny podzbiórW przestrzeni liniowej V b¦d¡cy przestrzeni¡ liniow¡
wzgl¦dem dodawania wektorów z V i mno»enia ich przez skalary z K nazywamy
podprzestrzeni¡ przestrzeni liniowej V .

Uwaga 2. Wprost z de�nicji wynika, »e wektor zerowy nale»y do ka»dej podprze-
strzeni i zbiór zªo»ony tylko z wektora zerowego jest najmniejsz¡ podprzestrzeni¡
dowolnej przestrzeni. Podprzestrze« tak¡ nazywamy podprzestrzeni¡ zerow¡.

Twierdzenie 2. Dla dowolnego niepustego podzbioru W przestrzeni V nast¦-
puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
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1. W jest podprzestrzeni¡,

2. dla dowolnych wektorów −→x ,−→y ∈W i dowolnego skalara a wektory −→x +−→y
i a−→x nale»¡ do W ,

3. dla dowolnych wektorów −→x ,−→y ∈ W i dowolnych skalarów a, b wektor
a−→x + b−→y nale»y do W .

Przykªady

1. Przestrzeniami liniowym nad R s¡ równie» nast¦puj¡ce zbiory:

� Zbiór liczb zespolonych C z dziaªaniami dodawania liczb zespolonych
i mno»enia liczb zespolonych przez liczby rzeczywiste.

� Zbiór R[x] wielomianów o wspóªczynnikach rzeczywistych z dziaªa-
niami dodawania i mno»enia przez liczby rzeczywiste.

� Zbiór R∞ niesko«czonych ci¡gów liczb rzeczywistych z dodawaniem
i mno»eniem przez liczby rzeczywiste po wspóªrz¦dnych.

� Zbiór C([a, b]) funcji ci¡gªych okre±lonych na przedziale [a, b] z dzia-
ªaniami (f + g)(x) := f(x) + g(x) i (af)(x) := af(x).

2. We¹my w R3 zbiory: W1 = {[x1, x2, x3] ∈ R3 : x1 + x2 + x3 = 0} i

W2 = {[x1, x2, x3] ∈ R3 : x1 + x2 + x3 = 1}.

W1 jest podprzestrzeni¡ przestrzeni R3, a W2 nie jest.

Kombinacje liniowe

Def. 4. Kombinacj¡ liniow¡ wektorów−→x 1,
−→x 2, ...,

−→x k o wspóªczynnikach a1, a2, ..., ak
nazywamy wektor

k∑
i=1

ai
−→x i = a1

−→x 1 + a2
−→x 2 + ...+ ak

−→x k.

Twierdzenie 3. Dla dowolnego podzbioru S przestrzeni V zbiór wszystkich kom-
binacji liniowych wektorów z S jest podprzestrzeni¡.

Podprzestrze« t¦ oznaczmy linS i nazywamy podprzestrzeni¡ generowan¡
przez zbiór S.

Liniowa niezale»no±¢ wektorów

Def. 5. Mówimy, »e wektory −→x 1,
−→x 2, ...,

−→x k s¡ liniowo niezale»ne gdy z ze-
rowania si¦ dowolnej ich kombinacji liniowej wynika zerowanie si¦ wszystkich
wspóªczynników tej kombinacji.

k∑
i=1

ai
−→x i =

−→
0 ⇒ a1 = a2 = ... = ak = 0.

W przeciwnym przypadku mówimy, »e wektory s¡ liniowo zale»ne.
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Uwaga 3. Wektory s¡ liniowo zale»ne gdy istniej¡ takie a1, a2, ..., ak, nie wszyst-
kie równe 0, »e

k∑
i=1

ai
−→x i =

−→
0 .

Fakt 4. Wektory s¡ liniowo zale»ne ⇔ jeden z nich mo»na zapisa¢ jako kombi-
nacj¦ liniow¡ pozostaªych.

� Wektor zerowy jest liniowo zale»ny od ka»dego innego wektora.

� Ka»dy ukªad wektorów zawieraj¡cy wektor zerowy jest liniowo zale»ny.

� Dowolny niezerowy wektor generuje prost¡.

� Dowolne dwa wektory liniowo niezale»ne generuj¡ pªaszczyzn¦.

Przykªad 1. 1. lin{[1, 2, 1]} = {[t, 2t, t] : t ∈ R} jest prost¡ zawart¡ w R3.

2. lin{[1, 1, 1], [1, 1, 0], [0, 0, 1]} = lin{[1, 1, 0], [0, 0, 1]} jest pªaszczyzn¡ za-
wart¡ w R3, poniewa» wektory [1, 1, 0] i [0, 0, 1] s¡ niezale»ne, a [1, 1, 1] =
[1, 1, 0] + [0, 0, 1].

Cz¦±¢ wspólna i suma podprzestrzeni

Fakt 5. Je±li U i W s¡ podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V , to:

1. zbiór U ∩W jest podprzestrzeni¡;

2. zbiór U ∪ W jest podprzestrzeni¡ wtedy i tylko wtedy, gdy U ⊂ W lub
W ⊂ U .

Def. 6. Sum¡ podprzestrzeni U i W przestrzeni liniowej V nazywamy pod-
przestrze« generowan¡ przez zbiór U ∪W

U + V := lin(U ∪W ).

Wn. 6. U + V := {−→u +−→w : −→u ∈ U,−→w ∈W}.

Baza przestrzeni i podprzestrzeni

Twierdzenie 7 (Steinitza). Niech wektory −→x 1,
−→x 2, ...,

−→x n generuj¡ przestrze«
V , a wektory −→y 1,

−→y 2, ...,
−→y k ∈ V b¦d¡ liniowo niezale»ne. Wówczas k ≤ n.

Def. 7. Zbiór wektorów liniowo niezale»nych, który generuje przestrze« (pod-
przestrze«) liniow¡ nazywamy jej baz¡

Twierdzenie 8. Dla dowolnego zbioru B = {
−→
b 1,
−→
b 2, ...,

−→
b n} wektorów prze-

strzeni liniowej (lub jej podprzestrzeni) nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. zbiór B jest baz¡,
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2. B jest maksymalnym zbiorem wektorów liniowo niezale»nych;

3. B jest minimalnym zbiorem generuj¡cym;

4. ka»dy wektor mo»na zapisa¢ jednoznacznie w postaci kombinacji liniowej
wektorów ze zbioru B.

Wymiar przestrzeni i podprzestrzeni

Twierdzenie 9. Je»eli przestrze« liniowa (lub podprzestrze«) ma baz¦ n-elementow¡,
to ka»da jej baza ma n elementów.

Def. 8. Ilo±¢ wektorów bazy nazywamy wymiarem przestrzeni (lub podprze-
strzeni) V i oznaczamy dimV .

Baz¦ kanoniczn¡ (standardow¡) przestrzeni Rn tworz¡ wektory ε1 = [1, 0, ..., 0, 0], ε2 =
[0, 1, 0, ..., 0], ..., εn = [0, 0, ..., 0, 1].

Uwaga 4. Przestrzenie R∞, R[x] i C([a, b]) nie maj¡ sko«czonych baz. O ta-
kich przestrzeniach mówimy, »e s¡ niesko«czenie wymiarowe, dimR∞ = ∞,
dimR[x] =∞, dimC([a, b]) =∞.

Twierdzenie 10. Je±li U i W s¡ sko«czenie wymiarowymi podprzestrzeniami
przestrzeni V , to dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

Lemat 11. Liniowa niezale»no±¢ ukªadu wektorów −→x 1,
−→x 2,
−→x 3, ...,

−→x k jest rów-
nowa»na liniowej niezale»no±ci ukªadu wektorów

−→x 1,
−→x 2 − a−→x 1,

−→x 3, ...,
−→x k

dla dowolnego skalara a.

Wn. 12. Liniowa zale»no±¢ (b¡d¹ niezale»no±¢) ukªadu k wektorów nie zmieni
si¦, gdy

1. dowolne kombinacje liniowe jednego z nich odejmiemy od pozostaªych wek-
torów;

2. od jednego z wektorów odejmiemy dowoln¡ kombinacj¦ liniow¡ pozostaªych.

Przykªad 2. Sprawdzi¢, czy wektory [1, 1, 1], [2, 3, 4], [3, 5, 7] s¡ liniowo zale»ne.

Macierz

Def. 9. Niech i ∈ {1, ...,m}, j ∈ {1, ..., n}. Macierz¡ rzeczywist¡ o m wierszach
i n kolumnach nazywamy dowoln¡ funkcj¦, która wszystkim parom (i, j) przy-
porz¡dkowuje liczby rzeczywiste aij , nazywane wyrazami tej macierzy. Macierz

zapisujemy:


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 ... amn
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Stosujemy oznaczenia: A, Am×n, (aij), (aij)m×n. B¦dziemy te» oznacza¢
w niektórych dowodach twierdze« [A]ij , (i, j)-ty wyraz danej macierzy A.

Uwaga 5. W taki sam sposób okre±la si¦ macierz zespolon¡, która parom in-
deksów przyporz¡dkowuje liczby zespolone i macierze nad dowolnymi innymi
ciaªami.

Przykªad 3. Najprostszy czarno-biaªy obraz na ekranie monitora o rozdzielczo±ci
1024× 768 pikseli mo»na zapisa¢ w postaci macierzy zero-jedynkowej. �wiec¡-
cemu punktowi przyporz¡dkowujemy warto±¢ 1, a ciemnemu warto±¢ 0. Zapisa¢
za pomoc¡ macierzy zero-jedynkowej ka»d¡ ze ±wiec¡cych przek¡tnych ekranu.

Uwaga 6. Typowe czarno-biaªe zdj¦cie w zapisie cyfrowym to macierz 2064 ×
3088 (lub jeszcze wi¦ksza dla wi¦kszej rozdzielczo±ci) o warto±ciach od 0 do 255
(28 odcieni szaro±ci), a dla cyfrowego zapisu zdj¦cia kolorowego potrzeba trzech
takich macierzy, po jednej dla ka»dej z trzech podstawowych barw.

Wiersze i kolumny

Wiersze macierzy A = (aij)m×n to macierze ai∗ :=
[
ai1 ai2 ... ain

]
dla i ∈ {1, ...,m}. B¦dziemy je uto»samia¢ z wektorami przestrzeni Rn. Ko-

lumny macierzy A = (aij)m×n to macierze a∗j :=


a1j
a2j
...

amj

 dla j ∈ {1, ..., n}.

B¦dziemy je uto»samia¢ z wektorami przestrzeni Rm. B¦dziemy te» pisa¢ A =
a1∗
a2∗
...

am∗

 =
[
a∗1 a∗2 ... a∗n

]
lubA =


−a1∗−
−a2∗−

...
−am∗−

 =

 | | | |
a∗1 a∗2 ... a∗n
| | | |

.

Transpozycja. Pewne rodzaje macierzy

Def. 10. Transpozycj¡ macierzy A = (aij)m×n nazywamy tak¡ macierz AT =
(cij)n×m, »e

cij = aji,

dla wszystkich i, j, czyli tak¡, której wierszami s¡ kolumny macierzy A (a ko-
lumnami oczywi±cie wiersze macierzy A).

� Macierz¡ kwadratow¡ stopnia n nazywamy macierz o tej samej liczbie n
wierszy i kolumn.

� Macierz kwadratow¡ A = (aij)n×n nazywamy:

diagonaln¡, gdy aij = 0 dla i 6= j, (wyrazy a11, a22, ..., ann tworz¡ gªówn¡
przek¡tn¡ macierzy A),

trójk¡tn¡ górn¡, gdy aij = 0 dla i > j (zera pod gª. przek¡tn¡),
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trójk¡tn¡ doln¡, gdy aij = 0 dla i < j (zera nad gª. przek¡tn¡),

symetryczn¡, gdy AT = A (czyli, gdy aij = aji dla wszystkich i, j).

Rz¡d macierzy

Uwaga 7. Wiersze macierzy Am×n =


−a1∗−
−a2∗−

...
−am∗−

 =

 | | | |
a∗1 a∗2 ... a∗n
| | | |

,
generuj¡ pewn¡ podprzestrze« przestrzeni Rn, a kolumny podprzestrze« prze-
strzeni Rm. Nazywa si¦ je odpowiednio przestrzeni¡ wierszy (ang. row space) i
przestrzeni¡ kolumn (ang. column space).

Twierdzenie 13. Przestrzenie kolumn i wierszy dowolnej macierzy maj¡ te
same wymiary.

Def. 11. Rz¦dem macierzy nazywamy wymiar jej przestrzeni wierszy (lub
kolumn). Rz¡d macierzy A oznaczamy rA.

Wn. 14. Rz¡d macierzy jest równy maksymalnej liczbie jej liniowo niezale»nych
wierszy oraz maksymalnej liczbie jej liniowo niezale»nych kolumn.

Twierdzenie 15 (O operacjach elementarnych). Rz¡d macierzy A nie zmieni
si¦ gdy:

1. dowolny wiersz pomno»ymy przez liczb¦ ró»n¡ od zera,

2. dowolnie zmienimy kolejno±¢ wierszy,

3. do dowolnego wiersza dodamy kombinacj¦ liniow¡ pozostaªych,

4. wykre±limy wiersz zªo»ony z samych zer,

5. przetransponujemy macierz,

6. wykonamy jak¡kolwiek z operacji 1.2.3.4. na kolumnach.

Rz¡d macierzy schodkowej

Przykªad 4. r


0 2 2 3 5
0 0 2 1 3
0 0 0 3 4
0 0 0 0 0

 = 3. r


1 2 3 4 5
0 1 1 0 2
0 0 0 1 −4
0 0 0 0 1

 = 4.

Def. 12. Macierz¡ schodkow¡ nazywamy macierz, której pierwsze niezerowe
elementy kolejnych niezerowych wierszy znajduj¡ si¦ w coraz dalszych kolum-
nach, a wiersze zerowe umieszczone s¡ najni»ej. Pierwszy element niezerowy
ka»dego wiersza nazywamy elementem gªównym (wiod¡cym) (ang. pivot).

Twierdzenie 16. Rz¡d macierzy schodkowej jest równy ilo±ci niezerowych wier-
szy (czyli ilo±ci elementów gªównych).

Uwaga 8. Wygodnie, gdy elementy gªówne s¡ jedynkami.
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Wyznaczanie rz¦du macierzy metod¡ eliminacji Gaussa

Dowoln¡ macierz sprowadzamy do postaci schodkowej za pomoc¡ operacji,
które nie zmieniaj¡ rz¦du:

1. Jako pierwszy ustawiamy wiersz, który najwcze±niej ma niezerowy wyraz,

2. jedynk¦ gªówn¡ dostajemy dziel¡c wiersz przez pierwszy niezerowy wyraz,

3. zera pod jedynk¡ gªówn¡ dostajemy odejmuj¡c odpowiednie kombinacje
wiersza z jedynk¡ gªówn¡ od wierszy znajduj¡cych si¦ ni»ej,

4. opisan¡ operacj¦ powtarzamy dla kolejnych wierszy, a» do uzykania postaci
schodkowej macierzy.

Przykªad 5. Wyznaczy¢ rz¦dy danych macierzy:

 1 2 3 4
2 1 1 0
3 0 −1 −4

,


2 1 3 2
1 1 1 1
1 3 5 3
2 3 7 4

.
Uwagi do eliminacji Gaussa

1. Jedynk¦ gªówn¡ mo»na te» niekiedy uzyska¢ zamieniaj¡c wiersze miej-
scami.

2. Pojawiaj¡ce si¦ wiersze zerowe mo»na wykre±la¢ i nie pisa¢ ich w nast¦p-
nych krokach.

3. �atwo zauwa»y¢ liniow¡ zale»no±¢ dwóch wierszy, poniewa» s¡ one pro-
porcjonalne. Na ka»dym etapie jeden z takich wierszy mo»na wykre±li¢.
Zostawiamy oczywi±cie ten drugi!

4. Je±li zauwa»ymy, »e wyrazy stoj¡ce pod pierwszym niezerowym wyrazem
pierwszego wiersza dziel¡ si¦ przez ten wyraz, to nie trzeba zamienia¢ go
w jedynk¦ gªówn¡.

Przykªad 6. Sprawdzi¢, czy wektory [1, 1, 1], [1, 2, 3] i [2, 4, 8] s¡ baz¡ przestrzeni
R3.

Normalna i zredukowana posta¢ schodkowa

Def. 13. Mówimy, »e macierz schodkowa ma normaln¡ posta¢ schodkow¡, gdy
ka»dy element gªówny jest jedynk¡ i ka»da jedynka gªówna jest jedynym nie-
zerowym elementem swojej kolumny oraz zredukowan¡ posta¢ schodkow¡ (row-
reduced echelon form), gdy dodatkowo nie ma wierszy zerowych.

Zredukowan¡ posta¢ macierzy otrzymujemy wykre±laj¡c w postaci schodko-
wej wiersze zerowe i stosuj¡c �odwrotny� algorytm Gaussa. W pierwszym kroku
od pierwszych r − 1 wierszy odejmujemy odpowiednie kombinacje ostatniego
wiersza, »eby wyzerowa¢ wszystkie wyrazy nad ostatni¡ jedynk¡ gªówn¡.
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Przykªad 7. Sprowadzi¢ macierz


0 1 2 3 5
0 0 1 2 3
0 0 0 1 4
0 0 0 0 0

 do zredukowanej postaci

schodkowej.

Standardowy iloczyn skalarny w Rn

Def. 14. Standardowym iloczynem skalarnym wektorów −→x = [x1, x2, ..., xn] i−→y = [y1, y2, ..., yn] nazywamy liczb¦:

−→x ◦ −→y =

k∑
l=1

xlyl = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn.

Uwaga 9. Iloczyn skalarny oznacza si¦ równie» (−→x ,−→y ), (−→x |−→y ), 〈−→x ,−→y 〉, 〈−→x |−→y 〉,
−→x · −→y .

Dziaªania na macierzach

Macierze o tych samych wymiarach dodajemy i mno»ymy przez liczby tak
samo jak wektory przestrzeni Rm·n tzn.:

c · (aij)m×n := (c · aij)m×n; (aij)m×n + (bij)m×n := (aij + bij)m×n.

Zbiór (m×n)-macierzy z tak okre±lonymi dziaªaniami jest przestrzeni¡ liniow¡.
Oznaczamy j¡ Mm×n .

Def. 15. Iloczynem macierzy A = (aij)m×k i B = (bij)k×n nazywamy macierz
AB = (cij)m×n, której wspóªczynniki s¡ okre±lone wzorem:

[AB]ij = cij :=
∑k

l=1 ail · blj .
(wyraz cij macierzy wyniku jest iloczynem skalarnym i-tego wiersza pierwszej i
j-tej kolumny drugiej macierzy.)

Uwaga 10. Macierze mo»na mno»y¢ tylko wtedy, gdy wiersze pierwszej s¡ tej
samej dªugo±ci co kolumny drugiej, czyli gdy pierwsza ma tyle samo kolumn co
druga wierszy.

Standardowy iloczyn skalarny jako iloczyn macierzy

Wektory −→x = [x1, x2, ..., xn] i
−→y = [y1, y2, ..., yn] uto»samiamy z macierzami

x :=


x1

x2

...
xn

 i odpowiednio y :=


y1
y2
...
yn

. Wówczas

xT · y = yT · x

jest macierz¡ wymiaru 1× 1, której jedyny wyraz jest równy iloczynowi skalar-
nemu wektorów −→x i −→y . Macierz t¦ uto»samiamy z jej jedynym wyrazem.

Uwaga 11. Mno»enie macierzy nie jest przemienne. Macierz y ·xT ma n wierszy
i n kolumn!
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Mno»enie kolumn przez wiersze

Ze wzoru na mno»enie macierzy A = (aij)m×k i B = (bij)k×n wynika, »e

A ·B =

k∑
l=1

a∗l · bl∗ =
k∑

l=1


a1l
a2l
...

aml

 · [ bl1 bl2 ... bln
]
.

W ten sposób otrzymujemy te» rozkªad macierzy A · B ∈ Mm×n na sum¦ k
macierzy z Mm×n. Ka»dy ze skªadników tej sumy jest macierz¡ rz¦du 1 (lub
0, je±li pewna kolumna macierzy A lub wiersz macierzy B skªada si¦ z samych
zer).

Przykªad 8. Mno»¡c kolumny przez wiersze wyznaczy¢ iloczyn macierzy i jego

przedstawienie w postaci sumy macierzy rz¦du 1:

 3 2 1
1 −1 2
2 1 1

 ·
 1 2

3 1
−1 2

.
Rz¦dy iloczynu i sumy macierzy

Uwaga 12. 1. Ka»da kolumna macierzy AB jest kombinacj¡ liniow¡ kolumn
macierzy A.

2. Ka»dy wiersz macierzy AB jest kombinacj¡ liniow¡ wierszy macierzy B.

Wn. 17. 1. r(AB) ≤ rA;

2. r(AB) ≤ rB;

3. r(A+B) ≤ rA+ rB.

Macierze: zerowa, jednostkowa i odwrotna

Def. 16. 1. Macierz¡ zerow¡ wymiaru m×n nazywamy macierz 0m×n, któ-
rej wszystkie wyrazy s¡ równe zero.

2. Macierz¡ jednostkow¡ nazywamy macierz diagonaln¡, dla której dodat-
kowo aii = 1, czyli na gªównej przek¡tnej stoj¡ jedynki. Macierze jednost-
kowe oznaczamy I lub In, gdy chcemy poda¢ wymiar.

3. Macierz¡ odwrotn¡ macierzy kwadratowej A nazywamy tak¡ macierz B, »e
AB = BA = I. Macierz odwrotn¡ macierzy A oznaczamy A−1. Macierz
kwadratow¡ nazywamy nieosobliw¡, gdy istnieje jej macierz odwrotna i
osobliw¡ w przeciwnym przypadku.

Macierz zerowa jest elementem neutralnym dodawania macierzy. Macierz
jednostkowa jest elementem neutralnym mno»enia macierzy, dokªadniej dla do-
wolnych macierzy A,B zachodzi AI = A i IB = B o ile tylko mno»enia s¡
wykonalne.
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Wªasno±ci dziaªa« na macierzach

Je±li tylko wskazane dziaªania mo»na wykona¢, to:

1. (A+B) + C = A+ (B + C)

2. A+B = B +A

3. A · (B + C) = A ·B +A · C

4. (A+B) · C = A · C +B · C

5. A · (B · C) = (A ·B) · C

6. (A ·B)T = BT ·AT

7. Dla dowonej macierzy A, macierz A ·AT jest symetryczna.

8. Iloczyn macierzy nieosobliwych jest macierz¡ nieosobliw¡ i (A · B)−1 =
B−1 ·A−1.

9. (AT )−1 = (A−1)T .

Uwaga 13. Rzeczywiste macierze nieosobliwe stopnia n z dziaªaniem mno»enia
s¡ wa»nym przykªadem grupy nieprzemiennej. Oznaczamy j¡ GL(n,R).
Przykªad 9. Wyznaczy¢ macierze X z równa«:

1. A ·X +B = C,

2. X ·A− C = X ·B,

3. A ·X ·B = C,

4. A ·B ·X = C.

Rozkªad A = CR
Budowa macierzy C (od ang. columns):

1. Pierwsza kolumna macierzy C, to pierwsza niezerowa kolumna macierzy
A

2. Ka»da nast¦pna kolumna macierzy C to pierwsza z macierzy A liniowo
niezale»na z wzi¦tymi wcze±niej.

Fakt 18. Kolumny macierzy C tworz¡ baz¦ przestrzeni kolumn macierzy A.

Budowa macierzy R (od ang. rows): Kolejne kolumny macierzy R tworz¡ wspóª-
czynniki kombinacji liniowych kolumn macierzy A w bazie kolumn macierzy C.

Fakt 19 (Dowód Twierdzenia 13). Macierz R ma zredukowan¡ posta¢ schod-
kow¡. Jej wiersze tworz¡ baz¦ przestrzeni wierszy macierzy A.
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Macierze elementarne

Def. 17. Macierz¡ elementarn¡ Eij , Eij(t), Ei(t) nazywamy macierz powstaª¡
z macierzy jednostkowej przez odpowiednio: Eij - zamian¦ miejscami wierszy
wi ↔ wj , Eij(t) - dodanie do wiersza wi wiersza wj pomno»onego przez t
(operacj¦ elementarn¡ wi+twj), Ei(t) - pomno»enie wiersza wi przez t (operacj¦
elementarn¡ twi).

Przykªad 10. Dla macierzy stopnia 3: E23 =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

, E31(2) =

 1 0 0
0 1 0
2 0 1

, E2(3) = 1 0 0
0 3 0
0 0 1


Fakt 20. Macierze elementarne s¡ macierzami nieosobliwymi oraz: E−1ij =

Eij, (Eij(t))
−1 = Eij(−t), (Ei(t))

−1 = Ei

(
1
t

)
.

Fakt 21. W wyniku mno»enia dowolnej macierzy A z lewej strony przez macierz
elementarn¡ E otrzymujemy macierz B = EA powstaª¡ z A przez analogiczn¡
operacj¦ elementarn¡ na jej wierszach.

Przykªad 11.

 1 0 0
−2 1 0
0 0 1

 ·
 1 1 0 2

2 3 4 5
0 0 3 4

 =

 1 1 0 2
0 1 4 1
0 0 3 4

.
Wn. 22. Macierz powstaªa z macierzy A przez jej pomno»enie z lewej strony
przez macierz elementarn¡ ma ten sam rz¡d co A.

Fakt 23. Je±li macierz schodkowa S powstaje z macierzy A metod¡ eliminacji
Gaussa, to istnieje taki ci¡g macierzy elementarnych: E1, E2, ..., Ek, »e S =
Ek · ... · E2 · E1 ·A. Wówczas

A = BS,

gdzie B = E−11 · E−12 ·, ..., ·E
−1
k .

Przykªad 12. Dla macierzy A =

 0 1 2 3
2 2 2 2
0 3 1 2

 znale¹¢ tak¡ macierz schod-

kow¡ S i macierz nieosobliw¡ B, »e A = BS.

Fakt 24. Iloczyn macierzy trójk¡tnych dolnych jest macierz¡ trójk¡tna doln¡,
a iloczyn macierzy trójk¡tnych górnych jest macierz¡ trójk¡tn¡ górn¡.

Rozkªad A = LU
Je±li macierz A jest kwadratowa i w eliminacji Gaussa u»ywamy tylko ma-

cierzy elementarnych Eij(t) przy i > j, to otrzymujemy rozkªad

A = LU,

gdzie L jest macierz¡ trójk¡tn¡ doln¡ (od ang. Lower Triangular Matrix), a U
macierz¡ trójk¡tn¡ górn¡ (od ang. Upper).
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Uwaga 14. W praktyce, »eby otrzyma¢ macierz L wystarczy w macierzy jed-
nostkowej zera pod gªówn¡ przek¡tn¡ zast¡pi¢ liczbami przeciwnym do odpo-
wiednich wspóªczynników u»ywanych macierzy Eij(t).

Przykªad 13. Wyznaczy¢ rozkªady A = LU dla danych macierzy:

[
4 5
2 3

]
, 1 1 1

1 1 1
1 1 1

,
 1 1 1

1 2 2
1 2 3

.
Algorytm odwracania macierzy oparty na eliminacji Gaussa:

1. Obok macierzy kwadratowej A stopnia n piszemy macierz jednostkow¡ In,

2. Za pomoc¡ operacji elementarnych na wierszach tak zbudowan¡ (podwójn¡)
macierz [A|In] sprowadzamy do postaci schodkowej normalnej. Je±li otrzy-
mana z Amacierz schodkowa normalna ma rz¡d mniejszy ni» n, to macierz
odwrotna nie istnieje.

3. Je±li otrzymana z A macierz schodkowa normalna jest macierz¡ jednost-
kow¡, to wyj±ciowa macierz jednostkowa zostaje przeksztaªcona w A−1.

[A|In]→ [In|A−1].

Wn. 25. Macierz kwadratowa jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy jest
iloczynem macierzy elementarnych.

Wn. 26. Macierz kwadratowa stopnia n jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy,
gdy rA = n.

Wn. 27. Je±li macierz A jest nieosobliwa, to dla dowolnych macierzy B i C
r(AB) = rB i r(CA) = rC (je±li tylko mno»enia s¡ wykonalne).

Uwaga 15. Mno»eniu prawostronnemu dowolnej macierzy przez transpozycje
macierzy elementarnych odpowiadaj¡ analogiczne operacje elementarne na ko-
lumnach danej macierzy. Algorytm wyznaczania macierzy odwrotnej mo»na
oprze¢ na tych samych operacjach elementarnych na odpowiadaj¡cych sobie
kolumnach macierzy A i I. Nie mo»na jednak miesza¢ w jednym algorytmie
operacji na wierszach i kolumnach!

Przykªady

Sprawdzi¢ czy istniej¡ macierze odwrotne danych macierzy i znale¹¢ je, gdy
istniej¡:

1.

[
1 2
2 3

]
,

2.

[
1 2
2 4

]
,
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3.

 2 0 0
0 0 3
0 4 0

,
4.

 1 1 1
0 1 1
0 0 1

.
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