Przestrzen wektorowa R"”

Def. 1. Rzeczywista n-wymiarowa przestrzenia wektorowa (liniowa) R™ nazy-
wamy zbior n-wyrazowych ciagow liczb rzeczywistych |21, z, ..., ;] 7 nastepu-
jacymi dzialaniami dodawania wektoréw i mnozenia wektoréw przez liczby:

[xla Z2, ..., xn] + [3/17 Y2, - Z/n] = [.131 + Y1, T2 + Y2, .-y T + yn]a

a-[X1,T2, . Ty = [a 21,0 Tay .oy Ty

Wektory oznaczamy: @ := [z1, 22, ..., Ty

_)
Wektor zerowy to 0 :=[0,0,...,0].

Uwaga 1. Analogicznie okreslamy n-wymiarowg zespolona przestrzen wekto-
rowa C" przyjmujac liczby zespolone zamiast rzeczywistych.

Przestrzen liniowa

Def. 2. Niepusty zbior V nazywa sie przestrzeniq liniowq (lub wektorowq) nad
cialem K, jesli

1. V z dzialaniem dodawania jest grupa abelowa;

2. okreslone jest dzialanie mnozenia elementow zbioru V przez elementy ciata
K spelniajace warunki:

(a) 1- 7 =7
(b) (T +Y)=a@ +ayf
() (a+b)Z =a7 +b7
(d) a(b7) = (ab) 7
Male lacinskie litery oznaczaja tu elementy ciata K i nazywamy je skalarams,
1 jest elementem neutralnym mnozenia w tym ciele, a litery ze strzatka oznaczaja

elementy zbioru V' i nazywamy je wektorams. Elemeg‘& neutralny grupy wektoréw
(V,+) nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy 0.

Twierdzenie 1. Przestrzen wektorowa R™ jest przestrzenig liniowg.

Def. 3. Dowolny podzbiér W przestrzeni liniowej V' bedacy przestrzenia liniowa,
wzgledem dodawania wektoréw z V' i mnozenia ich przez skalary z K nazywamy
podprzestrzeniq przestrzeni liniowej V.

Uwaga 2. Wprost z definicji wynika, ze wektor zerowy nalezy do kazdej podprze-
strzeni i zbior ztozony tylko z wektora zerowego jest najmniejsza podprzestrzenia
dowolnej przestrzeni. Podprzestrzen taka nazywamy podprzestrzeniq zerowg.

Twierdzenie 2. Dla dowolnego niepustego podzbioru W przestrzeni V naste-
pujgce warunki s¢ rownowazne:



1. W jest podprzestrzenig,

2. dla dowolnych wektoréw z, 7 € W i dowolnego skalara a wektory z +?
ia®l nalezg do W,

3. dla dowolnych wektorow ?,7 € W 1 dowolnych skalarow a, b wektor
a7+ b? nalezy do W.

Przyklady
1. Przestrzeniami liniowym nad R sg rowniez nastepujace zbiory:
e Zbiér liczb zespolonych C z dziataniami dodawania liczb zespolonych

i mnozenia liczb zespolonych przez liczby rzeczywiste.

e Zbior Rlz| wielomianéw o wspodlczynnikach rzeczywistych z dziala-
niami dodawania i mnozenia przez liczby rzeczywiste.

e 7Zbiér R* nieskoriczonych ciagéw liczb rzeczywistych z dodawaniem
i mnozeniem przez liczby rzeczywiste po wspolrzednych.

e Zbior C([a,b]) funcji ciaglych okreslonych na przedziale [a,b] z dzia-
taniami (f +g)(z) := f(2) + 9(2) i (af)(z) := af(2).
2. Wezmy w R? zbiory: Wy = {[z1, 22, 23] € R® : 2y + 29 + 23 = 0} i
W2 = {[QEl,SUQ,.’Eg] S Rg 1T+ X2 +23 = 1}

W, jest podprzestrzenig przestrzeni R3, a Wy nie jest.

Kombinacje liniowe

Def. 4. Kombinacja liniowa wektoréw ?1, 72, e o0 wspotczynnikach aq, as, ...

nazywamy wektor
k
Zai?i = (11?1 + GQ?Q + ..+ akYk.
i=1

Twierdzenie 3. Dla dowolnego podzbioru S przestrzeni V' zbior wszystkich kom-
binacji liniowych wektorow z S jest podprzestrzenig.

Podprzestrzen te oznaczmy linS i nazywamy podprzestrzeniq generowang
przez zbior S.

Liniowa niezalezno$é wektorow

Def. 5. Moéwimy, ze wektory 71,?2, ,7k sa lintowo niezalezne gdy z ze-
rowania sie dowolnej ich kombinacji liniowej wynika zerowanie sie wszystkich
wspolezynnikéw tej kombinacji.

k

_>
Zai7¢: 0 =a1=ay=..=a=0.
i=1

W przeciwnym przypadku moéwimy, ze wektory sa liniowo zalezne.



Uwaga 3. Wektory sa liniowo zalezne gdy istnieja takie a;, as, ..., ax, nie wszyst-
kie rowne 0, ze

k
i=1

Fakt 4. Wektory sq liniowo zalezne < jeden z nich mozna zapisaé jako kombi-
nacje lintowq pozostatych.

e Wektor zerowy jest liniowo zalezny od kazdego innego wektora.

e Kazdy uklad wektoréw zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.

e Dowolny niezerowy wektor generuje prostq.

e Dowolne dwa wektory liniowo niezalezne generuja ptaszczyzne.
Prayktad 1. 1. lin{[1,2,1]} = {[t,2t,t] : t € R} jest prosta zawarta w R>.

2. lin{[1,1,1],[1,1,0],]0,0,1]} = i
warta w R3, poniewaz wektory [1
[1,1,0] + (0,0, 1].

n{[1,1,0],[0,0,1]} jest plaszczyzna za-
,1,0] i [0,0,1] sa niezalezne, a [1,1,1] =

Cze$é wspoélna i suma podprzestrzeni
Fakt 5. Jesli U i W sq podprzestrzeniami przestrzeni lintowej V', to:
1. zbior U N'W jest podprzestrzeniq;

2. zbior U U W jest podprzestrzeniq wtedy i tylko wtedy, gdy U C W lub
W cU.

Def. 6. Suma podprzestrzeni U i W przestrzeni liniowej V nazywamy pod-
przestrzen generowang przez zbior U U W

U+Vi=1lin(UUW).

W 6. U+V :={Ud+W: d el & ecW}

Baza przestrzeni i podprzestrzeni

Twierdzenie 7 (Steinitza). Niech wektory T, Doy, T generujqg przestrzen
V, a wektory 71, 72, e 7k € V bedg liniowo niezalezne. Wowczas k < n.

Def. 7. Zbiér wektoréw liniowo niezaleznych, ktory generuje przestrzen (pod-
przestrzen) liniowa nazywamy jej bazg

- = -
Twierdzenie 8. Dla dowolnego zbioru B = { b1, ba,..., b,} wektoréw prze-
strzeni liniowej (lub jej podprzestrzeni) nastepujace warunki sqg réwnowazne:

1. zbior B jest bazg,



2. B jest maksymalnym zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych;
3. B jest minimalnym zbiorem generujgcym;
4. kazdy wektor mozna zapisaé jednoznacznie w postaci kombinacji liniowej
wektorow ze zbioru B.
Wymiar przestrzeni i podprzestrzeni

Twierdzenie 9. Jezeli przestrzen liniowa (lub podprzestrzen) ma baze n-elementowg,
to kazda jej baza ma n elementow.

Def. 8. Ilos¢ wektorow bazy nazywamy wymiarem przestrzeni (lub podprze-
strzeni) V i oznaczamy dimV.

Baze kanoniczna (standardowq) przestrzeni R™ tworza wektory €1 = [1,0,...,0,0],e2 =
[0,1,0,...,0], .., = [0,0, ..., 0, 1].

Uwaga 4. Przestrzenie R, R[z] i C([a,b]) nie maja skonczonych baz. O ta-
kich przestrzeniach méwimy, ze sa nieskoriczenie wymiarowe, dimR*> = oo,
dimR[z] = oo, dimC'([a, b]) = co.

Twierdzenie 10. Jesli U i W sq skoticzenie wymiarowymi podprzestrzeniami
przestrzeni V, to dim(U + W) = dimU + dimW — dim(U N W).

Lemat 11. Liniowa niezalezno$é uktadu wektorow 71, T, 73, . Z jest row-
nowazna lintowej niezaleznosci uktadu wektorow

71, 72 — a?l, 73, ceey 71@

dla dowolnego skalara a.

Wn. 12. Liniowa zaleznosé (bgdz niezalezno$é) uktadu k wektoréow nie zmieni
sig, gdy

1. dowolne kombinacje liniowe jednego z nich odejmiemy od pozostatych wek-
torow;

2. od jednego z wektorow odeymiemy dowolng kombinacje liniowq pozostalych.

Przyktad 2. Sprawdzié¢, czy wektory [1,1,1], [2,3,4], [3,5,7] sa liniowo zalezne.

Macierz

Def. 9. Niech i € {1,...,m}, j € {1,...,n}. Macierzq rzeczywistg o m wierszach
i n kolumnach nazywamy dowolna funkcje, ktéra wszystkim parom (i,5) przy-
porzadkowuje liczby rzeczywiste a;;, nazywane wyrazams tej macierzy. Macierz

air a2 Ain

o as1 a2 ... agn
zapisujemy: .

am1 Am2 Amn



Stosujemy oznaczenia: A, Amxn, (@ij), (@ij)mxn. Bedziemy tez oznaczaé
w niektorych dowodach twierdzen [A];;, (4, j)-ty wyraz danej macierzy A.

Uwaga 5. W taki sam sposéb okresla sie macierz zespolona, ktéra parom in-
deksow przyporzadkowuje liczby zespolone i macierze nad dowolnymi innymi
cialami.

Przyktad 3. Najprostszy czarno-biaty obraz na ekranie monitora o rozdzielczo$ci
1024 x 768 pikseli mozna zapisa¢ w postaci macierzy zero-jedynkowej. Swieca-
cemu punktowi przyporzadkowujemy wartos¢ 1, a ciemnemu wartos¢ 0. Zapisaé
za pomoca macierzy zero-jedynkowej kazda ze Swiecacych przekatnych ekranu.

Uwaga 6. Typowe czarno-biale zdjecie w zapisie cyfrowym to macierz 2064 x
3088 (lub jeszcze wicksza dla wigkszej rozdzielczosci) o warto$ciach od 0 do 255
(28 odcieni szaroéci), a dla cyfrowego zapisu zdjecia kolorowego potrzeba trzech
takich macierzy, po jednej dla kazdej z trzech podstawowych barw.

Wiersze i kolumny

Wiersze macierzy A = (ai;)mxn t0 macierze a;, := [ a1l Qi ... Qi ]
dla i € {1,...,m}. Bedziemy je utozsamia¢ z wektorami przestrzeni R". Ko-
a1j
. . a2; .
lumny macierzy A = (a;j)mxn to macierze a,; := i dla j € {1,...,n}.
Amj
Bedziemy je utozsamia¢ z wektorami przestrzeni R™. Bedziemy tez pisa¢ A =
A1% —A1x—
(05 — A% — | | |
= [ Axl  Ax2 e Qun ] lubA = . = | As1 QAs2 ... Qun
Amx —Omx—

Transpozycja. Pewne rodzaje macierzy

Def. 10. Transpozycja macierzy A = (a;;)mxn nazywamy taka macierz AT =
(Cij)nxm; ze

Cij = Qji,

dla wszystkich i, j, czyli taka, ktorej wierszami sa kolumny macierzy A (a ko-
lumnami oczywiscie wiersze macierzy A).

e Macierza kwadratowg stopnia n nazywamy macierz o tej samej liczbie n
wierszy i kolumn.

e Macierz kwadratowa A = (a;j)nxn nNazywamy:

diagonalng, gdy a;; = 0 dla i # j, (wyrazy ai1, age, ..., Gn, tworza gtéwng
przekging macierzy A),

trajkgtng gorng, gdy a;; = 0 dla ¢ > j (zera pod gl. przekatna),



trajkatng dolng, gdy a;; = 0 dla ¢ < j (zera nad gt. przekatna),
symetryczng, gdy AT = A (czyli, gdy ai; = aj; dla wszystkich i, j).

Rzad macierzy
—Oa—

. — [ N I
Uwaga 7. Wiersze macierzy A,,xn = . = | as1 asa ... Gun

-
generuja pewna podprzestrzen przestrzeni R™, a kolumny podprzestrzen prze-
strzeni R™. Nazywa sie je odpowiednio przestrzenig wierszy (ang. row space) i
przestrzenig kolumn (ang. column space).

Twierdzenie 13. Przestrzenie kolumn i wierszy dowolnej macierzy majq te
same wymiary.

Def. 11. Rzedem macierzy nazywamy wymiar jej przestrzeni wierszy (lub
kolumn). Rzad macierzy A oznaczamy rA.

Wn. 14. Rzqd macierzy jest rowny maksymalnej liczbie jej liniowo niezaleznych
wierszy oraz maksymalnej liczbie jej liniowo niezaleznych kolumn.

Twierdzenie 15 (O operacjach elementarnych). Rzqd macierzy A nie zmieni
sie gdy:
1. dowolny wiersz pomnozymy przez liczbe rozng od zera,
. dowolnie zmienimy kolejno$é wierszy,
. do dowolnego wiersza dodamy kombinacje liniowq pozostatych,

2
3
4. wykreslimy wiersz ztoZony z samych zer,
5. przetransponujemy macierz,

6

. wykonamy jakgkolwiek z operacyi 1.2.3.4. na kolumnach.

Rzad macierzy schodkowej

0 2 2 3 5 1 2 3 4 5

00 21 3 01 10 2
Przyktad 4. r 0003 4|~ 3. r 000 1 -4|= 4.

0 00 0O 0 0 0 O 1

Def. 12. Macierza schodkowq nazywamy macierz, ktorej pierwsze niezerowe
elementy kolejnych niezerowych wierszy znajduja sie¢ w coraz dalszych kolum-
nach, a wiersze zerowe umieszczone sg najnizej. Pierwszy element niezerowy
kazdego wiersza nazywamy elementem gltéwnym (wiodgcym) (ang. pivot).

Twierdzenie 16. Rzqd macierzy schodkowej jest rowny ilo$ci niezerowych wier-
szy (czyli iloSci elementow gtéwnych).

Uwaga 8. Wygodnie, gdy elementy gtéwne s jedynkami.



Wyznaczanie rzedu macierzy metoda eliminacji Gaussa
Dowolng macierz sprowadzamy do postaci schodkowej za pomoca operacji,
ktore nie zmieniaja rzedu:

1. Jako pierwszy ustawiamy wiersz, ktéry najwczesniej ma niezerowy wyraz,
2. jedynke gléwna dostajemy dzielac wiersz przez pierwszy niezerowy wyraz,

3. zera pod jedynka gltéwna dostajemy odejmujac odpowiednie kombinacje
wiersza z jedynka gléwna od wierszy znajdujacych sie nizej,

4. opisang operacje powtarzamy dla kolejnych wierszy, az do uzykania postaci
schodkowej macierzy.

12 3 4 % i
Przyktad 5. Wyznaczy¢ rzedy danych macierzy: | 2 1 1 01, 1 3
3 0 -1 —4 5 3

Uwagi do eliminacji Gaussa

1. Jedynke gléwna mozna tez niekiedy uzyska¢ zamieniajac wiersze miej-
scami.

2. Pojawiajace sie wiersze zerowe mozna wykre§la¢ i nie pisa¢ ich w nastep-
nych krokach.

3. Latwo zauwazy¢ liniowa zalezno$¢ dwoch wierszy, poniewaz sa one pro-
porcjonalne. Na kazdym etapie jeden z takich wierszy mozna wykreslic.
Zostawiamy oczywiscie ten drugi!

4. Jesli zauwazymy, ze wyrazy stojace pod pierwszym niezerowym wyrazem
pierwszego wiersza dzielg sie przez ten wyraz, to nie trzeba zamieniaé¢ go
w jedynke gltéwna.

Przyktad 6. Sprawdzi¢, czy wektory [1,1,1], [1,2, 3] 1 [2,4, 8] sa baza przestrzeni
R3.

Normalna i zredukowana postaé schodkowa

Def. 13. Moé6wimy, ze macierz schodkowa ma normalng postaé schodkowa, gdy
kazdy element glowny jest jedynka i kazda jedynka gléwna jest jedynym nie-
zerowym elementem swojej kolumny oraz zredukowang postaé¢ schodkowa (row-
reduced echelon form), gdy dodatkowo nie ma wierszy zerowych.

Zredukowang postaé¢ macierzy otrzymujemy wykreslajac w postaci schodko-
wej wiersze zerowe i stosujac ,,odwrotny” algorytm Gaussa. W pierwszym kroku
od pierwszych r — 1 wierszy odejmujemy odpowiednie kombinacje ostatniego
wiersza, zeby wyzerowaé wszystkie wyrazy nad ostatnia jedynka gléwna.

~N Ot — W

= = N



Przyktad 7. Sprowadzi¢ macierz do zredukowanej postaci

S O OO
S o o
SO~ N
S = NN W
O = W Ut

schodkowej.

Standardowy iloczyn skalarny w R"

Def. 14. Standardowym iloczynem skalarnym wektoroéw 7 = [x1, 22, ..., 2] 1
Y = 1,92, ... Y] nazywamy liczbe:

k
7o 7 = leyz =2Z1Y1 +T2Y2 + ... + TpYn.
=1

%wa%a 9. Tloczyn skalarny oznacza sie rowniez (77, i), (), (7, ), (Z| ),

Dzialania na macierzach
Macierze o tych samych wymiarach dodajemy i mnozymy przez liczby tak
samo jak wektory przestrzeni R™™ tzn.:

¢ (aij)mxn = (€ @ij)mxn;  (@ij)mxn + (bij)mxn = (@ij + bij)mxn-

Zbior (m x n)-macierzy z tak okreslonymi dziataniami jest przestrzenia liniowa.
Oznaczamy ja M, xp -

Def. 15. Iloczynem macierzy A = (a;j)mxk i B = (bij)rxn Nazywamy macierz
AB = (¢ij)mxn, ktorej wspotczynniki sa okreslone wzorem:
k
[ABJij = cij := 21— @it - bij.
(wyraz ¢;; macierzy wyniku jest iloczynem skalarnym i-tego wiersza pierwszej i
j-tej kolumny drugiej macierzy.)

Uwaga 10. Macierze mozna mnozy¢ tylko wtedy, gdy wiersze pierwszej sa tej
samej dlugosci co kolumny drugiej, czyli gdy pierwsza ma tyle samo kolumn co
druga wierszy.

Standardowy iloczyn skalarny jako iloczyn macierzy
Wektory @ = [21, %2, ... Zn] 1 ¥ = [y1, Y2, -, Yn] UtoZsamiamy z macierzami

T1 Y1
T2 | L Y2 i

T = . i odpowiednio y := . . Wowczas
Tn Yn

ol oy =97 2

jest macierza wymiaru 1 x 1, ktorej jedyny wyraz jest rowny iloczynowi skalar-
nemu wektoréw 7 i 7 Macierz te utozsamiamy z jej jedynym wyrazem.

Uwaga 11. Mnozenie macierzy nie jest przemienne. Macierz y-z” ma n wierszy
i n kolumn!



Mnozenie kolumn przez wiersze
Ze wzoru na mnozenie macierzy A = (ai;j)mxk 1 B = (bij)kxn Wynika, ze

ary
k k a9y
A‘B:Za*l'bl*zz . '[bll bl2 bln]
1=1 =1 :
Q]

W ten sposéb otrzymujemy tez rozklad macierzy A - B € M,,x, na sume k
macierzy z M, x,. Kazdy ze skladnikow tej sumy jest macierza rzedu 1 (lub
0, jesli pewna kolumna macierzy A lub wiersz macierzy B sktada sie z samych
zer).

Przyktad 8. Mnozac kolumny przez wiersze wyznaczy¢ iloczyn macierzy i jego

3 2 1 1 2
przedstawienie w postaci sumy macierzy rzedu 1: | 1 -1 2 |- 3 1

2 1 1 -1 2
Rzedy iloczynu i sumy macierzy
Uwaga 12. 1. Kazda kolumna macierzy AB jest kombinacja liniowa kolumn

macierzy A.
2. Kazdy wiersz macierzy AB jest kombinacja liniowa wierszy macierzy B.
Wn. 17. 1. 7(AB) <rA;
2. r(AB) < rB;
3. r(A+B) <rA+rB.

Macierze: zerowa, jednostkowa i odwrotna

Def. 16. 1. Macierza zerowqg wymiaru m x n nazywamy macierz 0,, x, kto-
rej wszystkie wyrazy sa rowne zero.

2. Macierzq jednostkowq nazywamy macierz diagonalna, dla ktérej dodat-
kowo a;; = 1, czyli na gtéwnej przekatnej stoja jedynki. Macierze jednost-
kowe oznaczamy Z lub Z,,, gdy chcemy podaé¢ wymiar.

3. Macierza odwrotng macierzy kwadratowej A nazywamy taka macierz B, ze
AB = BA = T. Macierz odwrotna macierzy A oznaczamy A~!. Macierz
kwadratowa nazywamy nieosobliwg, gdy istnieje jej macierz odwrotna i
osobliwg w przeciwnym przypadku.

Macierz zerowa jest elementem neutralnym dodawania macierzy. Macierz
jednostkowa jest elementem neutralnym mnozenia macierzy, doktadniej dla do-
wolnych macierzy A, B zachodzi AT = A1 ZB = B o ile tylko mnozenia sa
wykonalne.



Wlasnosci dzialan na macierzach
Jesli tylko wskazane dzialania mozna wykonaé, to:

1. A+ B)+C=A+(B+C)

2. A+B=B+ A4

3. A-(B+C)=A-B+A-C

4. (A+B)-C=A-C+B-C

5. A-(B-C)=(A-B)-C

6. (A-B)T =BT . AT

7. Dla dowonej macierzy A, macierz A - AT jest symetryczna.

8. Iloczyn macierzy nieosobliwych jest macierza nieosobliwg i (A - B)™! =
B~1. AL

9. (AT)"! = (A~1)T.

Uwaga 13. Rzeczywiste macierze nieosobliwe stopnia n z dzialaniem mnozenia
sa waznym przykladem grupy nieprzemiennej. Oznaczamy ja GL(n,R).

Przyktad 9. Wyznaczyé macierze X z réwnan:
1. A-X+B=C,
2. X-A-C=X"-B,
3. A-X-B=C,
4. A-B-X=0C.
Rozklad A=CR
Budowa macierzy C (od ang. columns):

1. Pierwsza kolumna macierzy C, to pierwsza niezerowa kolumna macierzy
A

2. Kazda nastepna kolumna macierzy C' to pierwsza z macierzy A liniowo
niezalezna z wzietymi wczesniej.

Fakt 18. Kolumny macierzy C tworzq baze przestrzeni kolumn macierzy A.

Budowa macierzy R (od ang. rows): Kolejne kolumny macierzy R tworza wspoét-
czynniki kombinacji liniowych kolumn macierzy A w bazie kolumn macierzy C.

Fakt 19 (Dowod Twierdzenia 13). Macierz R ma zredukowang postaé schod-
kowq. Jej wiersze tworzq baze przestrzeni wierszy macierzy A.

10



Macierze elementarne

Def. 17. Macierzy elementarng E;;, F;;(t), E;(t) nazywamy macierz powstaly
z macierzy jednostkowej przez odpowiednio: E;; - zamiane miejscami wierszy
w; <> wj, E;;(t) - dodanie do wiersza w; wiersza w; pomnozonego przez t
(operacje elementarng w; +tw;), E;(t) - pomnozenie wiersza w; przez t (operacje
elementarng tw;).

1 0 0 1 0 0
Przyktad 10. Dla macierzy stopnia3: Fos=| 0 0 1 [,FE5(2)=|0 1 0
010 2 0 1

1 00
0 3 0
0 01

Fakt 20. Macierze elementarne sq¢ macierzami nieosobliwymi oraz: Eigl =
By, (By(®)™ = By(—t), (B(0)~" = E(1).

Fakt 21. W wyniku mnozenia dowolnej macierzy A z lewej strony przez macierz
elementarng E otrzymujemy macierz B = EA powstalq z A przez analogiczng
operacje elementarng na jej wierszach.

1 0 0 1 1 0 2 1 1 0 2
Przyktad 11. -2 1 0f-12 3 4 5|=|0141
0 0 1 00 3 4 0 0 3 4

Wn. 22. Macierz powstata z macierzy A przez jej pomnozenie z lewej strony
przez macierz elementarng ma ten sam rzqd co A.

Fakt 23. Jesli macierz schodkowa S powstaje z macierzy A metodq eliminacyji
Gaussa, to istnieje taki cigg macierzy elementarnych: Ei, Es,...,Ey, e S =
Ey-...-Ey-E-A. Wowczas

A= BS,

gdzie B=E;'-E;' .. Bl

znalezé¢ taka macierz schod-

— N N
NN W

0 1
Przyktad 12. Dla macierzy A = | 2 2
0 3

kowa S i1 macierz nieosobliwg B, ze A = BS.

Fakt 24. Iloczyn macierzy tréjkgtnych dolnych jest macierzq trajkgtna dolng,
a tloczyn macierzy trojkgtnych gornych jest macierzq trojkging gorng.

Rozklad A = LU
Jesli macierz A jest kwadratowa i w eliminacji Gaussa uzywamy tylko ma-
cierzy elementarnych E;;(t) przy ¢ > j, to otrzymujemy rozktad

A= LU,
gdzie L jest macierza trojkatna dolng (od ang. Lower Triangular Matriz), a U
macierza trojkatna gorna (od ang. Upper).
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Uwaga 14. W praktyce, zeby otrzymaé¢ macierz L wystarczy w macierzy jed-
nostkowej zera pod gléwna przekatna zastapi¢ liczbami przeciwnym do odpo-
wiednich wspotczynnikéw uzywanych macierzy E;;(t).

Przyktad 13. Wyznaczyé rozklady A = LU dla danych macierzy: { ;1 g ]’

11 1 11 1
11 1(,]1 2 2
111 1 2 3

Algorytm odwracania macierzy oparty na eliminacji Gaussa:

1. Obok macierzy kwadratowej A stopnia n piszemy macierz jednostkowa Z,,

2. Za pomoca operacji elementarnych na wierszach tak zbudowana (podwojna)
macierz [A|Z,,] sprowadzamy do postaci schodkowej normalnej. Jesli otrzy-
mana z A macierz schodkowa normalna ma rzad mniejszy niz n, to macierz
odwrotna nie istnieje.

3. Jesli otrzymana z A macierz schodkowa normalna jest macierza jednost-
kowa, to wyjiciowa macierz jednostkowa zostaje przeksztatcona w A~1.

[A[Zn] = [Zn]A71).

Wn. 25. Macierz kwadratowa jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy jest
tloczynem macierzy elementarnych.

Wn. 26. Macierz kwadratowa stopnia n jest nieosobliwa wtedy + tylko wtedy,
gdy rA =n.

Wn. 27. Jesli macierz A jest nieosobliwa, to dla dowolnych macierzy B i C
r(AB) =rB i r(CA) =rC (jesli tylko mnozenia sq wykonalne).

Uwaga 15. Mnozeniu prawostronnemu dowolnej macierzy przez transpozycje
macierzy elementarnych odpowiadaja analogiczne operacje elementarne na ko-
lumnach danej macierzy. Algorytm wyznaczania macierzy odwrotnej mozna
oprze¢ na tych samych operacjach elementarnych na odpowiadajacych sobie
kolumnach macierzy A i Z. Nie mozna jednak miesza¢ w jednym algorytmie
operacji na wierszach i kolumnach!

Przyklady

Sprawdzi¢ czy istnieja macierze odwrotne danych macierzy i znalezé je, gdy
istnieja:
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