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Grupa

Def. 1. Grup¡ nazywamy zbiór G z dziaªaniem ◦, gdy speªnione s¡ warunki:

1. Dziaªanie ◦ jest ª¡czne tzn. a◦ (b◦c) = (a◦b)◦c dla dowolnych a, b, c ∈ G;

2. Istnieje element neutralny e dziaªania ◦, czyli taki, »e a ◦ e = e ◦ a = a dla
dowolnego a ∈ G;

3. Dla dowolnego a ∈ G istnieje element odwrotny a′ ∈ G, czyli taki, »e
a ◦ a′ = a′ ◦ a = e, gdzie e jest elementem neutralnym.

Mówimy, »e grupa jest abelowa (przemienna), gdy a◦b = b◦a dla dowolnych
a, b ∈ G, (czyli jej dziaªanie jest przemienne).

Podgrupa

Def. 2. Dowolny podzbiór grupy G, który jest grup¡ ze wzgl¦du na to samo
dziaªanie nazywamy podgrup¡.

Twierdzenie 1. Dowolny podzbiór H grupy G jest podgrup¡ ⇔ H 6= ∅ oraz dla
dowolnych a, b ∈ H do H nale»¡ równie» a−1 i a ◦ b.
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Przykªady

� Liczby caªkowite Z z dziaªaniem dodawania i elementem neutralnym 0 s¡
grup¡.

� Liczby caªkowite Z z dziaªaniem mno»enia i elementem neutralnym 1 nie
s¡ grup¡.

� Liczby naturalne N nie s¡ grup¡ ani z dziaªaniem dodawania, ani z dzia-
ªaniem mno»enia.

� Liczy parzyste s¡ podgrup¡ grupy liczb caªkowitych.

� Liczby nieparzyste nie s¡ podgrup¡ grupy liczb caªkowitych.

� Liczby rzeczywiste R i liczby wymierne Q z dziaªaniem dodawania i ele-
mentem neutralnym 0 s¡ grupami.

� Zbiory R∗ = R \ {0} i Q∗ = Q \ {0} z dziaªaniem mno»enia i elementem
neutralnym 1 s¡ grupami.

� Grupy (Z,+) i (Q,+) s¡ podgrupami grupy (R,+).

� Grupa (Q∗, ·) jest podgrup¡ grupy (R∗, ·).

Ciaªo

Def. 3. Ciaªem nazywamy zbiór F z dziaªaniami dodawania i mno»enia oraz
wyró»nionymi elementami 0, 1 ∈ F , gdy speªnione s¡ warunki:

1. F z dziaªaniem dodawania i elementem neutralnym 0 jest grup¡ abelow¡;

2. F \ {0} z dziaªaniem mno»enia i elementem neutralnym 1 jest grup¡ abe-
low¡;

3. Mno»enie jest rozdzielne wzgl¦dem dodawania, tzn. a · (b+c) = a ·b+a ·c.

� Prawa ª¡czno±ci, rozdzielno±ci i przemienno±ci s¡ speªnione we wszystkich
znanych ze szkoªy zbiorach liczbowych N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R (liczbach natural-
nych, caªkowitych, wymiernych i rzeczywistych).

� Ciaªami s¡ liczby wymierne i liczby rzeczywiste.

� Liczby wymierne s¡ podciaªem ciaªa liczb rzeczywistych (podciaªo de�niuje
si¦ analogicznie do podgrupy).
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Ciaªo liczb zespolonych

Def. 4. Ciaªem liczb zespolonych C nazywamy zbiór uporz¡dkowanych par
liczb rzeczywistych z nast¦puj¡cymi dziaªaniami dodawania i mno»enia:

(a, b) + (c, d) := (a+ c, b+ d),

(a, b) · (c, d) := (ac− bd, ad+ bc).

Posta¢ algebraiczna:
z = x+ yi

x = Rez - cz¦±¢ rzeczywista, y = Imz - cz¦±¢ urojona. Liczby w postaci alge-
braicznej mno»ymy tak samo jak wyra»enia algebraiczne uwzgl¦dniaj¡c równo±¢:

i2 = −1

Def. 5. Sprz¦»eniem liczby zespolonej z = x+ yi nazywamy liczb¦ zespolon¡:

z = x− yi.

Reguªa dzielenia: Licznik i mianownik mno»ymy przez sprz¦»enie mia-
nownika. Wªasno±ci sprz¦»enia:

1. z1 + z2 = z1 + z2

2. z1 · z2 = z1 · z2

3. ( z1z2 ) =
(z1)
(z2)

4. zn = zn

5. z = z ⇔ z ∈ R

6. z · z ∈ R

Twierdzenie 2. Je»eli liczba zespolona z jest pierwiastkiem wielomianu o wspóª-
czynnikach rzeczywistych, to liczba z równie».

Twierdzenie 3 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Ka»dy zespolony wielomian
stopnia n ≥ 1 ma pierwiastek w ciele liczb zespolonych C.

Wn. 4. Ka»dy zespolony wielomian stopnia n ≥ 1 rozkªada si¦ na czynniki
liniowe.
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Moduª i argument liczby zespolonej

Def. 6. Moduªem liczby zespolonej z = x+ yi nazywamy liczb¦ rzeczywist¡:

|z| :=
√
z · z =

√
x2 + y2.

Argumentem liczby z nazywamy dowolny k¡t ϕ, taki »e

cosϕ =
x

|z|
, sinϕ =

y

|z|
.

Piszemy argz. Dokªadnie jeden argument danej liczby jest zawarty w przedziale
[0, 2π). Nazywamy go argumentem gªównym i oznaczamy Argz. Interpretacja
geometryczna: Argument jest k¡tem pomi¦dzy dodatni¡ póªosi¡ rzeczywist¡
i promieniem wodz¡cym punktu reprezentuj¡cego dan¡ liczb¦, a moduª odlegªo-
±ci¡ tego punktu od pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych.

Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

z = r(cosϕ+ i sinϕ)

gdzie r jest moduªem a ϕ argumentem liczby z.

Przykªad: 1. 1. Zaznaczy¢ na pªaszczy¹nie zespolonej zbiór liczb speªniaj¡-
cych warunki {

|z| ≤ 2
π
4 ≤ Argz ≤

3π
4

2. Równanie |z − z0| = r opisuje okr¡g o ±rodku z0 i promieniu r.

Wa»ne wzory trygonometryczne:

sin(α+ β) = sinα cosβ + sinβ cosα

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

Mno»enie liczb w postaci trygonometrycznej

r1(cosϕ1+ i sinϕ1) ·r2(cosϕ2+ i sinϕ2) = r1r2(cos(ϕ1+ϕ2)+ i sin(ϕ1+ϕ2))
(Mno»¡c liczby zespolone mno»ymy ich moduªy i dodajemy argumenty.)

Twierdzenie 5 (Wzory Moivre'a). Dla dowolnej liczby zespolonej z = r(cosϕ+
i sinϕ) i liczby naturalnej n zachodzi:

1. zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ),

2. istnieje dokªadnie n ró»nych pierwiastków n
√
z, które wyra»aj¡ si¦ wzorem:

zk = n
√
r(cos ϕ+2kπ

n + i sin ϕ+2kπ
n )

dla k = 0, 1, 2, ..., n− 1.
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Posta¢ wykªadnicza liczby zespolonej:

eiϕ := cosϕ+ isinϕ

e ≈ 2, 72 jest liczb¡ niewymiarn¡, nazywan¡ liczb¡ Eulera. Wzory Moivre'a w
postaci wykªadniczej: Dla z = reiϕ

1. zn = rneinϕ;

2. istnieje dokªadnie n ró»nych pierwiastków n
√
z, które wyra»aj¡ si¦ wzorem:

zk = n
√
rei

ϕ+2kπ
n

dla k = 0, 1, 2, ..., n− 1.

Przykªad: 2. Wielomian W (x) = x4 + 4 rozªo»y¢ na czynniki stopnia 2.

Dziaªania modulo n i ciaªa sko«czone Zp
Dla dowolnej liczby naturalnej n bierzemy zbiór Zn = {0, 1, ..., n − 1} i

okre±lamy w nim nast¦puj¡ce dziaªania dodawania i mno»enia:

a⊕n b jest reszt¡ z dzielenia a+ b przez n;

a�n b jest reszt¡ z dzielenia a · b przez n.

Je»eli n jest liczb¡ pierwsz¡, to Zn z tak okre±lonymi dziaªaniami jest ciaªem.
a⊕n b czytamy a plus b modulo n. Podobnie a razy b modulo n. Pisze si¦ te»

a+ b = c (mod n) i a · b = c (mod n)

zamiast a⊕n b = c i a�n b = c.

Uwaga 1. Je»eli n jest liczb¡ zªo»on¡, to Zn nie jest ciaªem. Ró»ne od 1 dzielniki
liczby n nie maj¡ wtedy Zn elementów odwrotnych.
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