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Grupa
Def. 1. Grupg nazywamy zbiér G z dziataniem o, gdy spelnione sa warunki:
1. Dzialanie o jest fgczne tzn. ao(boc) = (aob)oc dla dowolnych a,b, c € G;

2. Istnieje element neutralny e dzialania o, czyli taki, ze aoe = eoa = a dla
dowolnego a € G,

3. Dla dowolnego a € G istnieje element odwrotny o' € G, czyli taki, ze
aoa =a oa = e, gdzie e jest elementem neutralnym.

Mowimy, ze grupa jest abelowa (przemienna), gdy aob = boa dla dowolnych
a,b € G, (czyli jej dzialanie jest przemienne).
Podgrupa

Def. 2. Dowolny podzbioér grupy G, ktory jest grupa ze wzgledu na to samo
dziatanie nazywamy podgrupg.

Twierdzenie 1. Dowolny podzbior H grupy G jest podgrupg < H # 0 oraz dla
dowolnych a,b € H do H naleig réwniez a=' i aob.



Przyklady

Liczby caltkowite Z z dzialaniem dodawania i elementem neutralnym 0 sa
grupa.

Liczby catkowite Z z dzialaniem mnozenia i elementem neutralnym 1 nie
$3 grupa.

Liczby naturalne N nie sg grupa ani z dzialaniem dodawania, ani z dzia-
taniem mnozenia.

Liczy parzyste sa podgrupa grupy liczb catkowitych.
Liczby nieparzyste nie sg podgrupa grupy liczb catkowitych.

Liczby rzeczywiste R i liczby wymierne Q z dziataniem dodawania i ele-
mentem neutralnym 0 sg grupami.

Zbiory R* =R\ {0} 1 Q* = Q\ {0} z dzialaniem mnozenia i elementem
neutralnym 1 sa grupami.

Grupy (Z,+) i (Q, +) sa podgrupami grupy (R, +).

Grupa (Q*,) jest podgrupa grupy (R*,-).

Cialo

Def.

3. Ciatem nazywamy zbiér F' z dzialaniami dodawania i mnozenia oraz

wyrdznionymi elementami 0,1 € F, gdy spelnione sa warunki:

1.
2.

3.

F' z dzialaniem dodawania i elementem neutralnym 0 jest grupa abelows;

F\ {0} z dzialaniem mnozenia i elementem neutralnym 1 jest grupa abe-
lowa;

Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania, tzn. a-(b+¢) =a-b+a-c.

Prawa tacznosci, rozdzielnosci i przemiennosci sa spelnione we wszystkich
znanych ze szkoty zbiorach liczbowych N C Z C Q C R (liczbach natural-
nych, catkowitych, wymiernych i rzeczywistych).

Cialami sy liczby wymierne i liczby rzeczywiste.

Liczby wymierne sg podciatem ciala liczb rzeczywistych (podcialo definiuje
sie analogicznie do podgrupy).



Cialo liczb zespolonych

Def. 4. Cialem liczb zespolonych C nazywamy zbiér uporzadkowanych par
liczb rzeczywistych z nastepujacymi dziataniami dodawania i mnozenia:

(@) + (e,d) = (a+ b+ d),
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + be).

Posta¢ algebraiczna:
z=x 4yl

x = Rez - czed¢ rzeczywista, y = Imz - czes¢ urojona. Liczby w postaci alge-
braicznej mnozymy tak samo jak wyrazenia algebraiczne uwzgledniajac rownosé:

i’ =-1
Def. 5. Sprzezeniem liczby zespolonej z = x + yi nazywamy liczbe zespolona:
zZ=x—yi.

Regula dzielenia: Licznik i mianownik mnozymy przez sprzezenie mia-
nownika. Wlasnosci sprzezenia:

121 +20=71+72

2. 21 22 =721 %2

5. Z=zwz€eR
6. z-z€eR

Twierdzenie 2. Jezeli liczba zespolona z jest pierwiastkiem wielomianu o wspot-
czynnikach rzeczywistych, to liczba Z réwniez.

Twierdzenie 3 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy zespolony wielomian
stopnia n > 1 ma pierwiastek w ciele liczb zespolonych C.

Wn. 4. Kazdy zespolony wielomian stopnia n > 1 rozktada sie na czynniki
liniowe.



Modutl i argument liczby zespolonej

Def. 6. Modulem liczby zespolonej z = x + yi nazywamy liczbe rzeczywista:

|z| :=Vz-z =22+ 2.

Argumentem liczby z nazywamy dowolny kat ¢, taki ze

x . Y
—, sinp=—.
2| |2l
Piszemy argz. Dokladnie jeden argument danej liczby jest zawarty w przedziale
[0,27). Nazywamy go argumentem gléwnym i oznaczamy Argz. Interpretacja
geometryczna: Argument jest katem pomiedzy dodatnia potosia rzeczywista
i promieniem wodzacym punktu reprezentujacego dana liczbe, a modut odlegto-
$cig tego punktu od poczatku uktadu wspotrzednych.

cosp =

Postaé¢ trygonometryczna liczby zespolonej

z=r(cosp +isinp)
gdzie r jest modultem a ¢ argumentem liczby z.

Przyktad: 1. 1. Zaznaczy¢ na plaszczyznie zespolonej zbiér liczb spelniaja-
cych warunki

{ 2] <2
T < Arge <
2. Rownanie |z — zg| = r opisuje okrag o §rodku zg i promieniu r.
Wazne wzory trygonometryczne:
sin(a + 8) = sinacos B + sin 8 cos «

cos(a + ) = cosacos f — sin asin 8

Mnozenie liczb w postaci trygonometrycznej

71(cos @1 +isin 1) ro(cos w2 +isings) = rira(cos(p1 +p2) +isin(pr +¢2))
(Mnozac liczby zespolone mnozymy ich moduly i dodajemy argumenty.)

Twierdzenie 5 (Wzory Moivre’a). Dla dowolnej liczby zespolonej z = r(cos o+
isin ) i liczby naturalnej n zachodzi:

1. 2™ = r"(cosnp + isinny),
2. istnieje doktadnie n réznych pierwiastkéw {/z, ktdre wyrazajg sie wzorem:
2 = ¥Y/7r(cos L‘skﬂ + i sin Lrsk”)

dla k=0,1,2,...,n — 1.



Postaé wykladnicza liczby zespolonej:

€' := cos p + isiny

e ~ 2,72 jest liczba niewymiarna, nazywang liczba Eulera. Wzory Moivre’a w
postaci wyktadniczej: Dla z = re'¥

n o __ .n,yine.
1. 2™ = r"en¥;
2. istnieje dokladnie n roznych pierwiastkow {/z, ktore wyrazaja sie wzorem:
- p+2kT
ZE = %62 n

dlak=0,1,2,...,n— 1.

Przyktad: 2. Wielomian W (z) = x* 4 4 rozlozy¢ na czynniki stopnia 2.

Dzialania modulo n i ciala skoriczone Z,
Dla dowolnej liczby naturalnej n bierzemy zbior Z, = {0,1,...n — 1} i
okre$lamy w nim nastepujace dzialania dodawania i mnozenia:

a @y b jest reszta z dzielenia a + b przez n;
a Oy b jest reszta z dzielenia a - b przez n.

Jezeli n jest liczba pierwsza, to Z, z tak okreslonymi dzialaniami jest cialem.
a ®, b czytamy a plus b modulo n. Podobnie a razy b modulo n. Pisze sie tez

a+b=c(modn) i a-b=c (mod n)

zamiast a ®, b=cia®, b=c.

Uwaga 1. Jezeli n jest liczba zlozona, to Z,, nie jest cialem. Ro6zne od 1 dzielniki
liczby n nie maja wtedy Z,, elementéw odwrotnych.



