Roéwnanie Malthusa (Thomas Malthus 1766-1834)

Jeden z modeli wzrostu populacji (np. bakterii pasozytujacych we krwi,
pratkow gruzlicy, itp) zaktada, ze tempo jej przyrostu jest wprost proporcjonalne
do liczby osobnikéw.

N(t) = rN(t),
gdzie:

e zmienng ¢ jest czas,

e funkcja N(t) to wielkos¢ populacji (lub jej gestosé) w chwili ¢,

. N(t) to pochodna funkcji N(t) wgledem czasu (czyli predkosc jej wzrostu),

e 1 to wspolczynnik proporcjonalnosci, ktéry mozna wyznaczy¢ empirycz-
nie.

e Rownanie to spehnia kazda funkcja postaci N(t) = Ce™.

o Jedli zalozymy, ze w chwili poczatkowej tg, wielkos¢ populacji jest réwna
Ny, to dostajemy rozwigzanie postaci:

N(t) = Nyet—to),

Rownanie zaglady (Heintz von Foerster 1911-2002)

Jesli zalozymy, ze tempo przyrostu jest wprost proporcjonalne do wiekszej od
1 potegi liczby osobnikéw, to populacja w skoniczonym okresie czasu ,0siagnie”
Q.

Dla potegi drugiej dostaliby$my réwnanie :

gdzie k jest wspolczynnikiem proporcjonalnosci.
Spelnia je kazda funkcja postaci:

1
CC =kt
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N(t)

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego, to:
rownanie

F(z,y,y') =0,

w ktorym wystepuje zmienna z jej funkcja y(x) i pochodna tej funkeji y'(z).
Dla badania zmiennos$ci w czasie przyjmuje sie zwykle zmienng ¢, jej funkcje:
np. x = z(t) i jej pochodna & = &(t).

F(t,z, @) =0.



Rozwigzaniem (catkq szczegdlng) rownania nazywamy kazda funkcje, ktora spet-
nia réwnanie dla wszystkich warto$ci zmiennej z pewnego przedziatu. Catkg
0gdlng nazywamy (jednoparametrowa) rodzine rozwiazan y = y(x,C). Krzywa
catkowa to wykres dowolnego rozwiazania. Warunki poczgtkowe yo = y(zo)
pozwalaja wybraé catke szczegblng z rozwigzania ogélnego.

Roéwnania o zmiennych rozdzielonych:

)y = q() (1)

Twierdzenie 1. Jezeli p(y) jest funkcjg ciggla w otoczeniu punktu y = yo,
przy czym p(yo) # 0, a q(x) jest funkcja ciggly w otoczeniu punktu x = xg,
to istnieje takie otoczenie punktu (xo,yo), ze przez kazdy punkt tego otoczenia
przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa réwnania (1) okreslona réwnaniem
y = f(x), przy czym funkcja f ma ciggtq pochodng. Funkcja ta jest dana w
postaci uwiktanej réwnaniem

[pwis= [ @

Przyklady:
1
Ly =—-—;
Y 9+ 22
2.y =ay;
3. N =kN?Z,

4. & = kab!

/

5. L = ctgr;
Y

6. v + 4z3y? = 0;

7. Znalez¢ calki szczegdlne danych réwnan spelniajace dane warunki poczat-

kowe:
(a) ¥ +y=0; y(1) =1;
(b) ¢ = ety y(0) =0;

8. (Rownanie logistyczne) Znalezé krzywa calkowa réwnania

Y =y(1-y)

przechodzaca przez punkt (0, %)



Rownanie logistyczne (Pierre Francois Verhulst 1804-1849)

N(t) = rN(t) <1 - N}(’”) ,

gdzie:

e zmiennyg t jest czas,

funkcja N(t) to wielko$¢ populacji (lub jej gestos¢) w chwili ¢,

r to wspolczynnik proporcjonalnosci (tempa wzrostu),

K to pojemnosé siedliska ($rodowiska), czyli liczebno$é populacji, przy
ktorej tempo wzrostu spada do zera.

e Przy warunku poczatkowym N(tg) = Ny dostajemy:

Noer(t—to)
C 14 Noert—to) — 1)

N(t)

Roéwnania rozniczkowe liniowe jednorodne (RRLJ):

Y +p(x)y =0 (2)
jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych, ktore zawsze spetnia funkcja y(z) =
0. Dla y # 0 mozna je zapisac:

ldy _

yde — P@)
Catka ogolna rownania (2) ma postaé:
y=Ce @

gdzie P(x) jest dowolna funkcja pierwotna funkeji p(x).

20 -1
Przyktad: 1. o = V-

Roéwnania rézniczkowe liniowe niejednorodne (RRLN):

Y+ plx)y = q(x) (3)

Metoda uzmienniania statej:

1. Znajdujemy catke ogolng y = Ce~"(*) (RRLJ) powstalego z (RRLN) po
zastgpieniu funkeji ¢(z) stala 0.

2. Calka ogolna (RRLN) ma postaé
y=Clz)e 7™ (4)

(zamiast statej C bierzemy funkcje C(z)).



3. Rownanie na funkcje C(z) otrzymujemy po wstawieniu do (3) funkcji (4)
i jej pochodnej.

4. 7 ksztaltu rownania wynika, ze C(z) ulega skroceniu i w réwnaniu pozo-
staje tylko C'(z)!

5. Ostatecznie otrzymujemy catke ogélna postaci: y = (C(x) + Cy)e @),

Przyklady:
1.y + 22y = ze
2. zy’ — 2y = 23 cosx;
3. Znalez¢ krzywa catkowa réwnania
Yy —2y+4=0

przechodzaca przez punkt (0,1).



