
Równanie Malthusa (Thomas Malthus 1766-1834)
Jeden z modeli wzrostu populacji (np. bakterii paso»ytuj¡cych we krwi,

pr¡tków gru¹licy, itp) zakªada, »e tempo jej przyrostu jest wprost proporcjonalne
do liczby osobników.

Ṅ(t) = rN(t),

gdzie:

� zmienn¡ t jest czas,

� funkcja N(t) to wielko±¢ populacji (lub jej g¦sto±¢) w chwili t,

� Ṅ(t) to pochodna funkcji N(t) wgl¦dem czasu (czyli pr¦dko±¢ jej wzrostu),

� r to wspóªczynnik proporcjonalno±ci, który mo»na wyznaczy¢ empirycz-
nie.

� Równanie to speªnia ka»da funkcja postaci N(t) = Cert.

� Je±li zaªo»ymy, »e w chwili pocz¡tkowej t0, wielko±¢ populacji jest równa
N0, to dostajemy rozwi¡zanie postaci:

N(t) = N0e
r(t−t0).

Równanie zagªady (Heintz von Foerster 1911-2002)
Je±li zaªo»ymy, »e tempo przyrostu jest wprost proporcjonalne do wi¦kszej od

1 pot¦gi liczby osobników, to populacja w sko«czonym okresie czasu �osi¡gnie�
∞.

Dla pot¦gi drugiej dostaliby±my równanie :

Ṅ(t) = k[N(t)]2,

gdzie k jest wspóªczynnikiem proporcjonalno±ci.
Speªnia je ka»da funkcja postaci:

N(t) =
1

C − kt
.

Doomsday: Friday, November 13, AD 2026, H Foerster, PM Mora, LW Amiot,
Science 132, s. 1291�1295, 1960.

Równania ró»niczkowe zwyczajne rz¦du pierwszego, to:
równanie

F (x, y, y′) = 0,

w którym wyst¦puje zmienna x jej funkcja y(x) i pochodna tej funkcji y′(x).
Dla badania zmienno±ci w czasie przyjmuje si¦ zwykle zmienn¡ t, jej funkcj¦:
np. x = x(t) i jej pochodn¡ ẋ = ẋ(t).

F (t, x, ẋ) = 0.
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Rozwi¡zaniem (caªk¡ szczególn¡) równania nazywamy ka»d¡ funkcj¦, która speª-
nia równanie dla wszystkich warto±ci zmiennej z pewnego przedziaªu. Caªk¡
ogóln¡ nazywamy (jednoparametrow¡) rodzin¦ rozwi¡za« y = y(x,C). Krzywa
caªkowa to wykres dowolnego rozwi¡zania. Warunki pocz¡tkowe y0 = y(x0)
pozwalaj¡ wybra¢ caªk¦ szczególn¡ z rozwi¡zania ogólnego.

Równania o zmiennych rozdzielonych:

p(y)y′ = q(x) (1)

Twierdzenie 1. Je»eli p(y) jest funkcj¡ ci¡gª¡ w otoczeniu punktu y = y0,
przy czym p(y0) 6= 0, a q(x) jest funkcj¡ ci¡gª¡ w otoczeniu punktu x = x0,
to istnieje takie otoczenie punktu (x0, y0), »e przez ka»dy punkt tego otoczenia
przechodzi dokªadnie jedna krzywa caªkowa równania (1) okre±lona równaniem
y = f(x), przy czym funkcja f ma ci¡gª¡ pochodn¡. Funkcja ta jest dana w
postaci uwikªanej równaniem∫

p(y)dy =

∫
q(x)dx.

Przykªady:

1. y′ =
1

9 + x2
;

2. y′ = ay;

3. Ṅ = kN2;

4. ẋ = kx1,1

5.
y′

y
= ctgx;

6. y′ + 4x3y2 = 0;

7. Znale¹¢ caªki szczególne danych równa« speªniaj¡ce dane warunki pocz¡t-
kowe:

(a) y′ + y = 0; y(1) = 1;

(b) y′ = ex+y; y(0) = 0;

8. (Równanie logistyczne) Znale¹¢ krzyw¡ caªkow¡ równania

y′ = y(1− y)

przechodz¡c¡ przez punkt (0, 1
2 ).
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Równanie logistyczne (Pierre Francois Verhulst 1804-1849)

Ṅ(t) = rN(t)

(
1− N(t)

K

)
,

gdzie:

� zmienn¡ t jest czas,

� funkcja N(t) to wielko±¢ populacji (lub jej g¦sto±¢) w chwili t,

� r to wspóªczynnik proporcjonalno±ci (tempa wzrostu),

� K to pojemno±¢ siedliska (±rodowiska), czyli liczebno±¢ populacji, przy
której tempo wzrostu spada do zera.

� Przy warunku pocz¡tkowym N(t0) = N0 dostajemy:

N(t) =
N0e

r(t−t0)

1 + N0

K (er(t−t0) − 1)
.

Równania ró»niczkowe liniowe jednorodne (RRLJ):

y′ + p(x)y = 0 (2)

jest równaniem o zmiennych rozdzielonych, które zawsze speªnia funkcja y(x) =
0. Dla y 6= 0 mo»na je zapisa¢:

1

y

dy

dx
= −p(x).

Caªka ogólna równania (2) ma posta¢:

y = Ce−P (x)

gdzie P (x) jest dowoln¡ funkcj¡ pierwotn¡ funkcji p(x).

Przykªad: 1. y′ =
2x− 1

x2
y.

Równania ró»niczkowe liniowe niejednorodne (RRLN):

y′ + p(x)y = q(x) (3)

Metoda uzmienniania staªej:

1. Znajdujemy caªk¦ ogóln¡ y = Ce−P (x) (RRLJ) powstaªego z (RRLN) po
zast¡pieniu funkcji q(x) staª¡ 0.

2. Caªka ogólna (RRLN) ma posta¢

y = C(x)e−P (x) (4)

(zamiast staªej C bierzemy funkcj¦ C(x)).
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3. Równanie na funkcj¦ C(x) otrzymujemy po wstawieniu do (3) funkcji (4)
i jej pochodnej.

4. Z ksztaªtu równania wynika, »e C(x) ulega skróceniu i w równaniu pozo-
staje tylko C ′(x)!

5. Ostatecznie otrzymujemy caªk¦ ogóln¡ postaci: y = (C(x) + C1)e
−P (x).

Przykªady:

1. y′ + 2xy = xe−x
2

;

2. xy′ − 2y = x3 cosx;

3. Znale¹¢ krzyw¡ caªkow¡ równania

y′ − 2y + 4 = 0

przechodz¡c¡ przez punkt (0, 1).
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