Def. 1. Funkcje, ktorych dziedzinami sa podzbiory plaszczyzny R? lub prze-
strzeni R3 a przeciwdziedzing R nazywamy odpowiednio funkcjami dwéch lub
trzech zmiennych. Wartosci tych funkcji oznaczamy odpowiednio f(z,y) 1 f(z,y, 2).

Przyktad: 1. Wyznaczyé dziedzine naturalng funkcji f(z,y) = /72 — 22 — y2.

Def. 2. Wykresem funkcji f dwoch zmiennych nazywamy zbior:

Przyktad: 2. 1. Plaszczyzna z = Ax + By + C.
2. Paraboloida obrotowa z = 22 + 2.

3. Paraboloida hiperboliczna z = 2% — 3.

4. Walec paraboliczny z = y2.

Def. 3 (Granica wlasciwa ciagu punktow). Mowimy, ze ciag (P,) punktow
plaszczyzny (przestrzeni) jest zbiezny do granicy P, gdy
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Def. 4 (Granica wlasciwa funkcji wedtug Heinego). Mowimy, ze funkcja dwoch
zmiennych f okreslona w sasiedztwie punktu Py = (xq,y0) zbiega do granicy
g € R, co zapisujemy
lim T,Y) =
(w,y)ﬁ(zoyyo)f( v)=9
gdy dla dowolnego zbieznego do (o, yo) ciagu ((n,yn)) punktow sasiedztwa
punktu (zo,yo), ciag wartosci (f(x,,yn)) zbiega do g.

Def. 5. Funkcja f jest ciagta w (zo, y0), gdy lim f(z,y) = f(xo,y0)-
(z,y)—(z0,y0)

Def. 6. Pochodne czastkowe funkcji f dwéch zmiennych w punkcie (zo,yo)
okreslamy wzorami

af o J(wo+ Ax,y0) — f(20,%0)
* ox (0, 90) = Alslsgo Ax

v f(@o,y0 + Ay) — f(@o, Yo)
o a*y(»fo,yo) = Aligo Az

Jezeli f ma pochodne czastkowe w kazdym punkcie zbioru otwartego D C R2, to

funkcje 8—(x, y) i 8—(x, y) nazywamy pochodnymi czastkowymi funkcji funkcji
£ Y
f w zbiorze D. Stosujemy réwniez oznaczenia fo, fy.

Przyktad: 3. Wyznaczy¢ pochodne czastkowe danych funkcji dwoch i trzech
zmiennych: a) f(z,y) = 2 +y% b) f(z,y) = 9% o) flz,y) = /12 —2? — ¢,
d) flz,y)=2% e) f(z,y,2) =y— vVa*+2z%



Def. 7. Jezeli f ma pochodne czastkowe w otoczeniu punktu (zg,yo), to po-
chodne drugiego rzedu w tym punkcie okre§lamy wzorami:

0 o 0
b aTc];(xowo) = (a(afi))(fﬁo,yo),

o2 0,0
o Wéfy(xOvyO) = (%(87‘?]:))(‘%073/0))

0? 0,0
@ s o) = (5 (5 ) o,

. %<xo,yo> - <§y<g—§)><xo,yo>.

Analogicznie jak dla pochodnych pierwszego rzedu okre§lamy funkcje pochod-
nych drugiego rzedu w zbiorze otwartym D C R2. Stosujemy réwniez oznaczenia

frzs fmy; fyT i fyy
Przyktad: 4. Wyznaczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji:

L f($,y):$3+$2y_y4,
2. f(z,y) =xzlny+ylnz,
3. f(z,y) = cos(z + 2y)

Przyktad: 5. Wyznaczy¢ pochodne drugiego rzedu f,, i f,, oraz pochodna
trzeciego rzedu fys. funkeji trzech zmiennych f(z,y, 2) = cos(x + 2y + 3z).
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Tw. 1 (Schwarza o pochodnych mieszanych). Jezeli pochodne czgstkowe 9200
oy
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sq ciggte w punkcie (xo,yo), to s¢ réwne.

Def. 8. Méwimy, ze funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie (xg,yo), gdy

i f(@o+ hyyo + k) = f(z0,90) — 5L (w0, y0)h — §E (x0, y0)k
im

(hk)—(0,0) VhZ + k?
Def. 9. Rézniczkg w punkcie (xg,yo) funkcji f, posiadajacej pochodne czast-

kowe w tym punkcie, nazywamy nastepujaca funkcje df (zo,yo) zmiennych Az,
Ay:

=0.

4 o, 90) (B, Ag) 1= 9 (a0, y0) A + %m,yomy.

Wn. 1. Jesli f jest rézniczkowalna w punkcie (zo,yo), to

Af = f(wo + Ax,yo + Ay) — f(x0,y0) = df (z0,yo)(Az, Ay)

przy czym Af — df zbiega do 0 szybciej niz v/ (Ax)? + (Ay)?.



Przyktad: 6. Napisaé¢ rozniczki podanych funkcji we wskazanych punktach:
1. f(xay) = W w (5507110) = (_272)7
2. f(xay) = xya w (:EOuyO) = (173)

3. Zastosowa¢ do wyznaczenia warto$ci przyblizonych wyrazen: {/(—1,98)2 + (2,03)2
i(1,04)>01,

Def. 10. Pochodng funkcji f w punkcie (xq,yo) w kierunku wektora jednost-
kowego (czyli wersora) U = [v1,vs] okreslamy wzorem:

of lim f(zo + tv1, yo + tva) — f(zo,yo)
ﬁ 450 t '

Def. 11. Gradientem funkcji f w punkcie (zo, yo) nazywamy wektor:

0 0
vf(l‘()a ZUO) = gradf(x(hyo) = aii(x07y0)7 %(an yO)

0
Tw. 2. Jesli f ma w (xo,y0) ciggle pochodne czqstkowe, toa?f = Vf(xo,y0) ©

0 0
v = iﬁ(anyO)Ul + aiz(x()vyO)UQ-

Wn.1 Pochodne czastkowe sa pochodnymi w kierunku wersoréw [1,0] i [0, 1].

Wn.2 Gradient jest kierunkiem najszybszej zmiany wartos$ci funkcji i jest pro-
stopadly do poziomic wykresu funkcji.

Przyktad: 7. Wyznaczy¢ gradient funkcji f(x,y) = 22 +y? w dowolnym punkcie
oraz poziomice odpowiadajaca tej wartosci funkeji. Dla punktu (3, 4) wyznaczy¢
4 3715 73/2 ﬁ]

dodatkowo pochodne w kierunku gradientu oraz wersorow [—=, £] i [%57, %5°].

Tw. 3 (Warunek wystarczajacy ekstremum funkcji dwoch zmiennych). Niech
f ma ciggte pochodne czqstkowe rzedu 2 w otoczeniu punktu (xo,yo) oraz niech

0 0
1. %(ﬂfoayo) =0, 8%;(%73/0) =0,

2

9% f 8% f
G5\ A (T
2. det gg2( anO) axQSy( 07y0) > 0.

)
Dyow (%0,%0) ay£ (%0,%0)
Wéwezas | ma w (zo,y0) ekstremum lokalne wtasciwe i jest to minimum, gdy
0? 02 ) )
a—é(mo,yo) > 0 a maksimum, gdy 8—{(3:0, yo) < 0. Jesli wyznacznik z (2) < 0,
i x

to f mie ma ekstremum w (xo,yo)-

Przyktad: 8. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = z3+3xy? —51x—24y.



