
Def. 1. Funkcje, których dziedzinami s¡ podzbiory pªaszczyzny R2 lub prze-
strzeni R3 a przeciwdziedzin¡ R nazywamy odpowiednio funkcjami dwóch lub
trzech zmiennych. Warto±ci tych funkcji oznaczamy odpowiednio f(x, y) i f(x, y, z).

Przykªad: 1. Wyznaczy¢ dziedzin¦ naturaln¡ funkcji f(x, y) =
√
r2 − x2 − y2.

Def. 2. Wykresem funkcji f dwóch zmiennych nazywamy zbiór:

(x, y, z) ∈ R3 : z = f(x, y).

Przykªad: 2. 1. Pªaszczyzna z = Ax + By + C.

2. Paraboloida obrotowa z = x2 + y2.

3. Paraboloida hiperboliczna z = x2 − y2.

4. Walec paraboliczny z = y2.

Def. 3 (Granica wªa±ciwa ci¡gu punktów). Mówimy, »e ci¡g (Pn) punktów
pªaszczyzny (przestrzeni) jest zbie»ny do granicy P , gdy∧

ε>0

∨
n0∈N

∧
n>n0

|PnP | < ε.

Def. 4 (Granica wªa±ciwa funkcji wedªug Heinego). Mówimy, »e funkcja dwóch
zmiennych f okre±lona w s¡siedztwie punktu P0 = (x0, y0) zbiega do granicy
g ∈ R, co zapisujemy

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = g

gdy dla dowolnego zbie»nego do (x0, y0) ci¡gu ((xn, yn)) punktów s¡siedztwa
punktu (x0, y0), ci¡g warto±ci (f(xn, yn)) zbiega do g.

Def. 5. Funkcja f jest ci¡gªa w (x0, y0), gdy lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

Def. 6. Pochodne cz¡stkowe funkcji f dwóch zmiennych w punkcie (x0, y0)
okre±lamy wzorami

�

∂f

∂x
(x0, y0) := lim

∆x→0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x

�

∂f

∂y
(x0, y0) := lim

∆y→0

f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

∆x

Je»eli f ma pochodne cz¡stkowe w ka»dym punkcie zbioru otwartego D ⊂ R2, to

funkcje
∂f

∂x
(x, y) i

∂f

∂y
(x, y) nazywamy pochodnymi cz¡stkowymi funkcji funkcji

f w zbiorze D. Stosujemy równie» oznaczenia fx, fy.

Przykªad: 3. Wyznaczy¢ pochodne cz¡stkowe danych funkcji dwóch i trzech
zmiennych: a) f(x, y) = x2 + y2, b) f(x, y) = y2, c) f(x, y) =

√
r2 − x2 − y2,

d) f(x, y) = xy, e) f(x, y, z) = y −
√
x2 + z3.
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Def. 7. Je»eli f ma pochodne cz¡stkowe w otoczeniu punktu (x0, y0), to po-
chodne drugiego rz¦du w tym punkcie okre±lamy wzorami:

�

∂2f

∂x2
(x0, y0) := (

∂

∂x
(
∂f

∂x
))(x0, y0),

�

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) := (

∂

∂x
(
∂f

∂y
))(x0, y0),

�

∂2f

∂y∂x
(x0, y0) := (

∂

∂y
(
∂f

∂x
))(x0, y0),

�

∂2f

∂y2
(x0, y0) := (

∂

∂y
(
∂f

∂y
))(x0, y0).

Analogicznie jak dla pochodnych pierwszego rz¦du okre±lamy funkcje pochod-
nych drugiego rz¦du w zbiorze otwartymD ⊂ R2. Stosujemy równie» oznaczenia
fxx, fxy, fyx i fyy.

Przykªad: 4. Wyznaczy¢ wszystkie pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du funkcji:

1. f(x, y) = x3 + x2y − y4,

2. f(x, y) = x ln y + y lnx,

3. f(x, y) = cos(x + 2y)

Przykªad: 5. Wyznaczy¢ pochodne drugiego rz¦du fxz i fzx oraz pochodn¡
trzeciego rz¦du fyxz funkcji trzech zmiennych f(x, y, z) = cos(x + 2y + 3z).

Tw. 1 (Schwarza o pochodnych mieszanych). Je»eli pochodne cz¡stkowe
∂2f

∂x∂y

i
∂2f

∂y∂x
s¡ ci¡gªe w punkcie (x0, y0), to s¡ równe.

Def. 8. Mówimy, »e funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie (x0, y0), gdy

lim
(h,k)→(0,0)

f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0)− ∂f
∂x (x0, y0)h− ∂f

∂y (x0, y0)k
√
h2 + k2

= 0.

Def. 9. Ró»niczk¡ w punkcie (x0, y0) funkcji f , posiadaj¡cej pochodne cz¡st-
kowe w tym punkcie, nazywamy nast¦puj¡c¡ funkcj¦ df(x0, y0) zmiennych ∆x,
∆y:

df(x0, y0)(∆x,∆y) :=
∂f

∂x
(x0, y0)∆x +

∂f

∂y
(x0, y0)∆y.

Wn. 1. Je±li f jest ró»niczkowalna w punkcie (x0, y0), to

∆f := f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0) ≈ df(x0, y0)(∆x,∆y)

przy czym ∆f − df zbiega do 0 szybciej ni»
√

(∆x)2 + (∆y)2.

2



Przykªad: 6. Napisa¢ ró»niczki podanych funkcji we wskazanych punktach:

1. f(x, y) = 3
√
x2 + y2 w (x0, y0) = (−2, 2),

2. f(x, y) = xy, w (x0, y0) = (1, 3).

3. Zastosowa¢ do wyznaczenia warto±ci przybli»onych wyra»e«: 3
√

(−1, 98)2 + (2, 03)2

i (1, 04)3,01.

Def. 10. Pochodn¡ funkcji f w punkcie (x0, y0) w kierunku wektora jednost-
kowego (czyli wersora) −→v = [v1, v2] okre±lamy wzorem:

∂f

∂−→v
:= lim

t→0

f(x0 + tv1, y0 + tv2)− f(x0, y0)

t
.

Def. 11. Gradientem funkcji f w punkcie (x0, y0) nazywamy wektor:

∇f(x0, y0) = gradf(x0, y0) :=

[
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

]
.

Tw. 2. Je±li f ma w (x0, y0) ci¡gªe pochodne cz¡stkowe, to
∂f

∂−→v
= ∇f(x0, y0) ◦

−→v =
∂f

∂x
(x0, y0)v1 +

∂f

∂y
(x0, y0)v2.

Wn.1 Pochodne cz¡stkowe s¡ pochodnymi w kierunku wersorów [1, 0] i [0, 1].

Wn.2 Gradient jest kierunkiem najszybszej zmiany warto±ci funkcji i jest pro-
stopadªy do poziomic wykresu funkcji.

Przykªad: 7. Wyznaczy¢ gradient funkcji f(x, y) = x2 +y2 w dowolnym punkcie
oraz poziomic¦ odpowiadaj¡c¡ tej warto±ci funkcji. Dla punktu (3, 4) wyznaczy¢

dodatkowo pochodne w kierunku gradientu oraz wersorów [− 4
5 ,

3
5 ] i [

√
2

2 ,
√

2
2 ].

Tw. 3 (Warunek wystarczaj¡cy ekstremum funkcji dwóch zmiennych). Niech

f ma ci¡gªe pochodne cz¡stkowe rz¦du 2 w otoczeniu punktu (x0, y0) oraz niech

1.
∂f

∂x
(x0, y0) = 0,

∂f

∂y
(x0, y0) = 0,

2. det

[
∂2f
∂x2 (x0, y0) ∂2f

∂x∂y (x0, y0)
∂2f
∂y∂x (x0, y0) ∂2f

∂y2 (x0, y0)

]
> 0.

Wówczas f ma w (x0, y0) ekstremum lokalne wªa±ciwe i jest to minimum, gdy

∂2f

∂x2
(x0, y0) > 0 a maksimum, gdy

∂2f

∂x2
(x0, y0) < 0. Je±li wyznacznik z (2) < 0,

to f nie ma ekstremum w (x0, y0).

Przykªad: 8. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x, y) = x3+3xy2−51x−24y.
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