
Caªka oznaczona Riemanna

P = {x0, x1, . . . , xn} (gdzie a = x0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn = b) � podziaª prze-
dziaªu [a, b]; ∆xi = xi − xi−1 � dªugo±¢ i-tego odcinka podziaªu; x∗i - punkty
po±rednie (x∗i ∈ [xi, xi−1]); δ(P) = max{∆xi : 1 ≤ i ≤ n} � ±rednica podziaªu

Def. 1. ∫ b

a

f(x)dx := lim
δ(P)→0

n∑
i=1

f(x∗i )∆xi,

o ile granica istnieje i nie zale»y od sposobu podziaªu P oraz wyboru punktów
po±rednich x∗i .

Dodatkowo przyjmuje si¦:∫ a

a

f(x)dx := 0;

∫ a

b

f(x)dx := −
∫ b

a

f(x)dx.

∫ b

a

f(x)dx jest równa polu obszaru zawartego pomi¦dzy osi¡ Ox i wykresem

funkcji y = f(x) na [a, b], z uwzgl¦dnieniem znaku w zale»no±ci od poªo»enia
obszaru wzgl¦dem osi Ox.Taki obszar nazywamy trapezem krzywoliniowym.

Def. 2. Funkcj¦, dla której istnieje caªka Riemanna na [a, b] nazywamy funkcj¡
caªkowaln¡ na [a, b].

Uwaga 1. Nie ka»da funkcja ograniczona jest caªkowalna, np. funkcja Dirichleta

D(x) =

{
1 dla x ∈ Q
0 dla x /∈ Q nie jest caªkowalna na »adnym przedziale [a, b].

Tw. 1. Je±li funkcja f jest ograniczona na przedziale [a, b] i ma w tym przedziale

sko«czon¡ ilo±¢ punktów nieci¡gªo±ci I-go rodzaju, to jest caªkowalna.

Funkcja górnej granicy caªkowania

Def. 3. Niech f b¦dzie caªkowalna na [a, b]. Funkcj¦

F (x) :=

∫ x

a

f(t)dt

okre±lon¡ na przedziale [a, b] nazywamy funkcj¡ górnej granicy caªkowania.

Tw. 2 (Podstawowe twierdzenie rachunku caªkowego). 1. Funkcja górnej gra-

nicy caªkowania jest ci¡gªa.

2. Je»eli f jest ci¡gªa na [a, b], to funkcja górnej granicy caªkowania

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

jest ró»niczkowalna na [a, b] i F ′(x) = f(x).
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Podstawowe twierdzenie rachunku caªkowego, wzór Newtona-Leibnitza.

Tw. 3 (Newtona-Leibnitza). Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na [a, b], to∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a),

gdzie F jest dowoln¡ funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f .

Przykªady: 1. 1.

∫ 1

−1

dx

1 + x2

2. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osiami ukªadu wspóªrz¦dnych, prost¡
x = 3 i wykresem funkcji f(x) =

√
x+ 1.

3. Wyznaczy¢ funkcje górnej granicy caªkowania dla funkcji f(x) = signx i
g(x) = |x| na przedziale [−1, 1].

Tw. 4. Niech funkcje f, g b¦d¡ caªkowalne na [a.b]. Wówczas:

1.

∫ b

a

(f(x)± g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx±
∫ b

a

g(x)dx,

2.

∫ b

a

cf(x)dx = c

∫ b

a

f(x)dx,

3.

∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx dla dowolnego c ∈ [a, b],

4. Je»eli f(x) ≤ g(x) dla ka»dego x ∈ [a, b], to

∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx.

Przykªady: 2. 1.

∫ 2

0

|1− x2|dx, 2. Wykaza¢, »e

∫ 1

0

e−x
2

dx >
e− 1

e

Podstawienie w caªce oznaczonej

Tw. 5. Je»eli:

1. ϕ : [α, β]→ [a, b] ma ci¡gª¡ pochodn¡ na [α, β],

2. ϕ(α) = a, ϕ(β) = b,

3. funkcja f jest ci¡gªa na [a, b], to∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

Przykªady: 3. 1.

∫ 2

0

√
4− x2dx
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2.

∫ 1

−2
x
√

3 + xdx

Def. 4. Warto±ci¡ ±redni¡ funkcji f caªkowalnej na przedziale [a, b] nazywamy
liczb¦

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

Tw. 6 (Caªkowe o warto±ci ±redniej). Je»eli f jest ci¡gªa na [a, b], to istnieje

c ∈ [a, b], taka »e ∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(c).

Przykªad: 1. Znale¹¢ punkt c ∈ [1, 4], w którym funkcja f(x) =
1√
x

osi¡ga

warto±¢ ±redni¡.

� Je»eli f ma ci¡gª¡ pochodn¡ na [a, b], to dªugo±¢ ªuku krzywej Γ = {(x, f(x)) : x ∈
[a, b]} wyra»a si¦ wzorem:

|Γ| =
∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2dx.

Przykªad: f(x) =
√

1− x2 dla x ∈ [0, 12 ].

� Obj¦to±¢ bryªy powstaªej w wyniku obrotu dokoªa Ox obszaru ograniczo-
nego osi¡ Ox i wykresem funkcji f caªkowalnej na [a, b]:

V = π

∫ b

a

f2(x)dx.

Przykªad: f(x) = sinx, x ∈ [0, π].

� Pole powierzchni powstaªej w wyniku obrotu dokoªa Ox wykresu funkcji
f (o ci¡gªej pochodnej) dla x ∈ [a, b]:

|Σ| = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + [f ′(x)]2dx.

Przykªad: f(x) = x3, x ∈ [0, 1].

Caªki niewªa±ciwe

Def. 5. Dla f okre±lonej na [a,∞] lub [−∞, b] caªk¦ okre±lamy wzorem:∫ ∞
a

f(x)dx := lim
t→∞

∫ t

a

f(x)dx
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lub odpowiednio ∫ b

−∞
f(x)dx := lim

s→−∞

∫ b

s

f(x)dx.

Ponadto ∫ ∞
−∞

f(x)dx :=

∫ b

−∞
f(x)dx+

∫ ∞
b

f(x)dx.

Przykªady: 4. 1.

∫ ∞
2

dx

x2

2.

∫ ∞
4

dx√
x

3.

∫ ∞
−∞

dx

4 + x2

Wn. 1.

∫ ∞
a

dx

xp
jest zbie»na gdy p > 1 i rozbie»na gdy p ≤ 1.

Def. 6. Dla f ci¡gªej i nieograniczonej na [a, b) lub (a, b] caªk¦ okre±lamy
wzorem: ∫ b

a

f(x)dx := lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx

lub odpowiednio ∫ b

a

f(x)dx := lim
s→a+

∫ b

s

f(x)dx.

Wn. 2.

∫ b

o

dx

xp
jest zbie»na gdy p < 1 i rozbie»na gdy p ≥ 1.

Przykªad: 2.
∫ e
0

lnxdx.
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