Calka oznaczona Riemanna

P = {xo,z1,...,2,} (gdzie a = 29 < 21 < ... <z, = b) — podzial prze-
dziatu [a,b]; Ax; = x; — x;—1 — dlugos¢ i-tego odcinka podziatu; z7- punkty
posrednie (zF € [z, z;-1]); 6(P) = max{Az; : 1 <i <n} — $rednica podziatu

Def. 1. , .
/ f(@)dx := lim Z flz]) Ay,
@ i=1

6(P)—0

o ile granica istnieje i nie zalezy od sposobu podziatu P oraz wyboru punktéw
podrednich z.

Dodatkowo przyjmuje sie:

/aa f(z)dz = 0; /ba f(z)dx .= — /ab f(z)dz.
b

f(z)dz jest rowna polu obszaru zawartego pomiedzy osia Ox i wykresem

a
funkcji y = f(z) na [a,b], z uwzglednieniem znaku w zaleznosci od polozenia
obszaru wzgledem osi Oz.Taki obszar nazywamy trapezem krzywoliniowym.

Def. 2. Funkcje, dla ktorej istnieje catka Riemanna na [a, b] nazywamy funkcja
catkowalng na [a, b].

Uwaga 1. Nie kazda funkcja ograniczona jest catkowalna, np. funkcja Dirichleta

|1 dla z€¢Q . . . .
D(z) = { 0 dla ¢Q nie jest calkowalna na zadnym przedziale [a, b].

Tw. 1. Jesli funkcja f jest ograniczona na przedziale [a,b] i ma w tym przedziale
skoriczong ilosé punktow nieciggtosci I-go rodzaju, to jest catkowalna.

Funkcja gornej granicy calkowania

Def. 3. Niech f bedzie catkowalna na [a, b]. Funkcje

F(x):= /f” ft)de

okreslona na przedziale [a, b] nazywamy funkcjg gornej granicy catkowania.

Tw. 2 (Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego). 1. Funkcja gornej gra-
nicy catkowania jest ciggta.

2. Jezeli f jest ciggta na [a,b], to funkcja gornej granicy catkowania

Plz) = / " fyat

jest rézniczkowalna na [a,b] i F'(z) = f(x).



Podstawowe twierdzenie rachunku calkowego, wzér Newtona-Leibnitza.

Tw. 3 (Newtona-Leibnitza). Jezeli funkcja f jest ciggta na [a,b], to

b
| #a@do = P) - Pla)
gdzie F jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f.

1
dz

2. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspotrzednych, prosta
x = 3 1 wykresem funkcji f(z) = v + 1.

3. Wyznaczy¢ funkcje gornej granicy catkowania dla funkcji f(x) = signz i
g(z) = |z| na przedziale [—1, 1].

Tw. 4. Niech funkcje f,g bedg catkowalne na [a.b]. Wowczas:

b

. f (f0) % g = / oo + | sz,
2 /ab cf(x)dx:c/abf(x)dx,
3. /ab f(z)dz = /: f(z)dx + /Cb f(z)dz dla dowolnego c € [a,b],

b b
4. Jezeli f(z) < g(z) dla kazdego x € [a, b], to/ f(z)dx S/ g(x)dzx.

e—1

2 1
Przyktady: 2. 1. / |1 — 2?|dz, 2. Wykazad, Ze/ e de >
0 0

Podstawienie w calce oznaczonej

Tw. 5. Jezeli:
1. ¢ [a, f] = [a,b] ma ciggltag pochodng na [a, (],
2. 90(0‘) =a, 90(6) =0,

3. funkcja f jest ciggta na |a,b], to

b B
/ f(x)dz = / Fe(t)g (Bt

2
Przyktady: 3. 1. / V4 —2?dx
0



1
2. / vV 3 + xdx
-2

Def. 4. Wartoscia $rednia funkcji f catkowalnej na przedziale [a, b] nazywamy

liczb
iczbe ) \
b—a/a f(z)dz.

Tw. 6 (Calkowe o wartoSci $redniej). Jezeli f jest ciggta na [a,b], to istnieje
¢ € [a,b], taka Ze

L/f@Mx=®—aV®)

Przyktad: 1. Znalez¢ punkt ¢ € [1,4], w ktérym funkcja f(z) = osiaga

L
NG

wartosé Srednia.

e Jezeli f ma ciagla pochodna na [a, b], to dtugosc tuku krzywej I = {(x, f(z)) :

[a,b]} wyraza sie wzorem:
b
Nl= [ VI PP

Przyklad: f(z) =+v1—2?dlaz€[0,3].

e Objetos¢ bryly powstatej w wyniku obrotu dokota Ox obszaru ograniczo-
nego osia Ox i wykresem funkeji f catkowalnej na [a, b]:

V= w/b 2(z)d.

Przyktad: f(z) =sinz, z € [0,7].

e Pole powierzchni powstatej w wyniku obrotu dokota Oz wykresu funkcji
f (o ciagtej pochodnej) dla z € [a, b]:

b
=l =2 [ f@)VTF [FoPde.

Przyktad: f(x) =23, z €0,1].

Calki niewlasciwe

Def. 5. Dla f okreslonej na [a, co] lub [—o0, b] calke okreslamy wzorem:

/aoo f(z)dz == lim /at f(x)dz

t—o00

S



lub odpowiednio

S——00 s

/_O; f(x)dz = /_boo f(z)dz + /boo f(@)da.

* de

xr2

b b
[ f(x)dx := lim f(z)dz.

Ponadto

Przyktady: 4. 1./
2
> dx
2. / ar
. VT
< dx
3. /_ R

o0
d
Wn. 1. / —j jest zbiezna gdy p > 1 i rozbiezna gdy p < 1.
x
a

Def. 6. Dla f ciagtej i nieograniczonej na [a,b) lub (a,b] calke okreslamy
wzorem:

b ¢
/ f(@)dx := lim f(x)dx

t—=b= Jq

/abf(z)dx = lim /Sbf(x)dx.

lub odpowiednio
s—at
b da .
Wn. 2. / — jest zbiezna gdy p < 1 i rozbiezna gdy p > 1.
x
o

Przyktad: 2. [ Inada.



