Def. 1. Funkcjq pierwotng funkcji f na danym przedziale I nazywamy dowolng,
funkcje F, ktora dla x € I spelnia warunek

Przyktad: 1. Funkcje F(z) = 22, G(x) = 2® + 1, H(x) = 2 + 10 sa funkcjami
pierwotnymi funkcji f(z) = 2z. Funkcja sgnz nie ma funkcji pierwotnej na
zadnym przedziale zawierajacym 0.

Tw. 1. Niech F bedzie funkcjq pierwotng funkcji f na przedziale I. Wowcezas:

1. G(z) = F(x)+C jest funkcjg pierwotng funkcji f na I dla dowolnej statej
C eR,

2. Kazdg funkcje pierwotng mozna zapisaé w postaci F(x) + C.
Tw. 2. Kazda funkcja ciggta na I ma funkcje pierwotng na I.

Uwaga 1. Nie kazda funkcja pierwotna danej funkcji elementarnej jest elemen-

2 sinx
tarna! Przykladowo: e*, o V1+ 23, cosz?.

Def. 2. Calkg nieoznaczong funkcji f nazywamy zbior funkcji:
/f(m)da: — [Fz)+C: CcR),

gdzie F jest dowolna funkcja pierwotna. Piszemy krotko: [ f(z)dx = F(z)+C.
Wn. 1. 1. [[ f(z)dz]) = f(z),

2. [ fl(z)dx = f(x)+C.
Lista calek funkcji elementarnych
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3./d—x:1n\sc|—|—0
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5. [sinaxdr = —cosz + C
6. [cosz =sinz+C
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7./ f = —ctge + C

sin z
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8./ x =tgz+C

cos? x
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9. / ﬁ; = arCth’ —+ C
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10. ————— —arcsinz + C
/ V1—22

Tw. 3. Jezeli f i g majg funkcje pierwotne, to

1 [ (@) £ 9@z = [ s+ [ g

2. /cf(x)dx = c/f(x)dx.
Przyktady: 1. Wyznaczy¢ calki:

2 —z+1
NG

2. /ctg%:da:
3. / 375720 4y

Calkowanie przez czesci

1. dzx

Tw. 4 (O catkowaniu przez czesci). Jezeli f i g majag ciggte pochodne, to
[ 1@ @iz = f@g(@) - [ F@gtoie

Przyktady: 2. 1. /xsinxdm

2. /lnxda:
3. /exsinxdx



Calkowanie przez podstawienie

Tw. 5 (O calkowaniu przez podstawienie).

[ Ho@)g@s = [ fa)du. sisie u = g(o)
(O f ig zaktadamy, Ze sq ciggle.)

Wn. 2. Jezeli /f(x)dac =Fx)+Cia#0, to

/f(ax—l—b)dx = %F(am—&-b) +C.

Wn. 3.

),
/ﬂx)dxl ()] + C.

Przyktady: 3. 1. /(2x —5)"dx

d 1
2. /7%— farctgg +C
a

a?+z22 a

3. / cos® xdz

4/ dx
CJ 2+ x

. / Va2 = 22dx= 1lzva? — 22 + a®arcsin £] + C

ot

6. / cos? xdx

Przydatne wzory trygonometryczne

9 1+4+cos2x . , 1 —cos2zx
cos’r = ——; sin“zr=—F7—
2 2
Ulamki proste
A Bz +C
. — 2 ) 2# (A <0)
(x —a) (pz* +qu +7)"

Tw. 6 (O rozkladzie funkcji wymiernej na utamki proste). Kazda funkcja
wymierna wtasciwa rozktada sie jednoznacznie na sume utamkow prostych. Jezeli
w mianowniku wystepuje czynnik (x — a)™, to w rozktadzie nalezy vwzglednic:

A A A,
LI 2 _ 4y




Jezeli w mianowniku wystepuje czynnik (px® + qr + )", to w rozktadzie nalezy
wwzglednié:
Bix+Cy Box + Oy " n B,x+ C,
pr’+qrtr  (pr?+qr+r)? T (pr? g )t

Przyktady: 4. 1. / de = Aln |z + a| + C;
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Wazne calki z niewymiernosciami
1 /dix—ln|x+\/x2+k|+0
) Vet k
1
2. /\/J:Q + kdx = Q[x\/xQ +Ek+klnjz+ Va2 +E]+C

T
= arcsin — + C
a

3 / dz
) VaZ — 12
1
4. /\/a2 — 22dx = i[x a? — 22 + a® arcsin E] +C
a
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Przyktady: 5. 1. /7;
Y Y oa—
2. / vV x2 + 8x + 3dx;
3. / vV —z? + dxdz.



