Tw. 1. Jezeli funkcja f spetnia dla wszystkich x pewnego przedziatu warunek:
1 x) =0, to jest stala;
x) > 0, to jest rosngca;

- fU

- f(@)

. f(x) >0, to jest niemalejgca;
f'(x) <0, to jest malejgca;
f(
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x) <0, to jest nierosngca; na tym przedziale.

Def. 1. Funkcja f ma w punkcie ¢ minimum lokalne (odp. minimum lokalne
wtasciwe), gdy f(z) > f(xo) (odp. f(z) > f(xo)) dla wszystkich punktow z
pewnego sasiedztwa punktu zg. Analogicznie okreslamy maksimum lokalne i
maksimum lokalne wltasciwe. Maksima i minima lokalne nazywamy ekstremams
lokalnymi.

Tw. 2 (Fermata). Jezeli f jest rézniczkowalna w xo i ma w tym punkcie eks-
tremum lokalne, to

f(z0) = 0.

Uwaga 1. Funkcja moze mie¢ ekstremum tylko w punktach, w ktérych pochodna
zeruje sie lub nie istnieje. Ze znikania pochodnej f'(z() nie wynika, ze f ma w
tym punkcie ekstremum.

Tw. 3 (Warunek dostateczny istnienia ekstremum I). Jezeli f'(xq) =0 oraz

1. f'(z) <0 wlewym i f'(x) > 0 w prawym sgsiedztwie punktu xo, to f ma
minimum lokalne wtasciwe w xg,

2. f'(x) >0 wlewym i f'(xz) < 0 w prawym sqsiedztwie punktu xq, to f ma

mazimum lokalne wltasciwe w xg.

Wyznaczanie wartosci najwiekszej 1 najwiekszej funkcji ciaglej na
[a, b]:
Nalezy wyznaczy¢ wartosci funkeji w nastepujacych punktach:

1. koncach przedziatu,
2. miejscach zerowych pochodnej,
3. punktach, w ktérych pochodna nie istnieje.

Nastepnie nalezy wybraé¢ z nich wartos$é najwieksza i najmniejsza.
Przyktady: 1. Wyznaczy¢ wartosci najwieksze i namniejsze danych funkcji na
danych przedziatach:
4
1. f(z) = ¢ + — na przedziale [1,4].
x

2. f(x) = V2?2 na przedziale [-1,2].



Funkcje wypuktle i1 wklesle

Def. 2. Funkcja f jest wypukta na przedziale (a,b) gdy dla dowolnych trzech
punktow x; < zo < x3 tego przedziatu zachodzi

flxs) = f(z1)

I3 — 1

fx) < flx1) +

(g —x1).
Jesli nieré6wno$¢ jest ostra, to funkcje nazywamy Scisle wypuktq. Jesli zmienimy
nier6wnos¢ na przeciwna, to otrzymamy definicje funkcji wkleste;j.

Wykres funkcji wypuklej pomiedzy dowolnymi dwoma punktami znajduje
sie pod sieczng wykresu w tych punkty.

Uwaga 2. Dla funkcji rézniczkowalnych warunek $cistej wypuklosci, czy wkle-
stosci, mozna sformutowaé za pomoca stycznej. Dla funkcji wypuktlej styczna w
dowolnym punkcie przedziatu lezy pod wykresem, a dla wklestej nad wykresem.

Def. 3. Pochodng pochodnej f’ funkcji f nazywamy druga pochodng i ozna-
czamy f".

f(x) = f'(=).

Tw. 4. Jezeli f”(z) > 0 (f7(x) < 0) dla kazdego x € (a,b), to funkcja jest
Scisle wypukta (odpowiednio: $cisle wklesta) na (a,b).

Def. 4. Moéwimy, ze funkcja f ma w x¢ punkt przegiecia gdy ma w xg po-
chodna (wlasciwa lub niewlasciwa) i jest $cisle wypukla w prawym lub lewym
sasiedztwie xg a $cifle wklesta w drugim z jednostronnych sasiedztw.

Tw. 5 (Warunek konieczny istnienia punktu przegiecia). Jezeli f ma w xg
punkt przegiecia i drugg pochodng, to f”(xq) = 0.

Tw. 6 (Warunek dostateczny istnienia ekstremum IT). Jezeli f'(xo) =0 oraz
1. f7(xo) > 0, to f ma minimum lokalne w xy.
2. (o) <0, to f ma mazimum lokalne w xy.

Tw. 7 (Warunek dostateczny istnienia punktu przegiecia). Jezeli funkcja ma
pochodng f'(zo) (wlasciwg lub niewta$ciwg) oraz f7(x) ma przeciwne znaki w
lewym i prawym sqsiedztwie punktu xg, to f ma w xo punkt przegiecia.

Przyktad: 1. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne i punkty przegiecia funkcji
f(z) = 22" — 322
Badanie przebiegu funkcji

1. Wyznaczenie dziedziny.

2. Ustalenie podstawowych wtasnosci:



parzystos¢ lub nieparzysto$¢, okresowosé,
przeciecia z osiami uktadu wspoétrzednych,
ciagtosé.

3. Obliczenie granic lub wartosci na kraicach dziedziny. Wyznaczenie asymp-
tot.

4. Zbadanie pierwszej pochodnej:
wyznaczenie pochodnej i jej dziedziny,
ustalenie przedzialéw monotonicznosci i ekstremoéw,

obliczenie granic lub warto$ci pochodnych jednostronnych na krancach
dziedziny.

5. Zbadanie drugiej pochodne;j:
wyznaczenie drugiej pochodnej i jej dziedziny,
ustalenie przedzialow wklestosci i wypuklosci oraz punktow przegiecia,

obliczenie wartosci pierwszej pochodnej w punktach przegiecia.

Sporzadzenie tabeli i wykresu

Uwaga 3. Wykonanie wykresu rozpoczynamy od naniesienia punktéw szczegol-
nych i narysowania asymptot.

Przyktad: 2. Sporzadzi¢ wykres funkcji na podstawie nastepujacych informacji:

z | (—00,0) | 0 [(0,2) ] 2| (2,5 | 5 | (5+o0)
y — X + 0 — -1 -

Yy’ — X — — — 0 +

y = 0 =

f=1) =0 lim (f(z)+2)=0; lim f(z)=—4.

Przyktady: 2. 1. Sporzadzi¢ wykres funkcji ciggtej na podstawie nastepuja-
cych informacji:

T | (00, —2) [ 2 [(=2,00 [0 [(0,1) ] 1 (1,+0)
y' + 00 + 0 — X 0

y” + X — — — X 0

Y 0 2 1

lim (f(xz)—z)=0.

T—r—00



2. Sporzadzi¢ wykres funkcji

22

flz)=e"7.
Def. 5. Pochodne wyzszych rzedow definiujemy indukcyjnie:
1.
O (@) = f'(@),
2. Dlan > 1: )
FUD (@) = (f™) (@),
Stosujemy réwniez oznaczenia
f// f/// fiv

oraz

@) = f().
Przyktad: 3. Wyznaczy¢ wzor na n-ta pochodna funkeji f(z) = xze®.

Tw. 8 (Wzor Taylora z resztg Lagrange’a). Jezeli f ma ciggtq pochodng (1)

na przedziale [xo, ) oraz pochodng f) na przedziale (xo,x), to istnieje taki
punkt ¢ € (xg,x), Ze

o @z (1) (5
@) = 1o+ T o) 4 T @0 ot LS 0
o
+f n!( )(1‘ —z0)".
Wyrazenie "
Rn _ f n'(c) (.’E _ :L,O)n

nazywamy resztq w postaci Lagrange’a a caly reszte sumy - wielomianem Tay-
lora.

Wn. 1 (Wzor Maclaurina). Dla xg = 0 wzdr Taylora przyjmuje postaé:

' 2) (n—1) ") (¢

TR TR A o o
Szeregi Maclaurina dla funkcji e*, sinz i cos z:
1. e$:1+i+§+§+§+...(§n_i)!+§ec
2. sinz =z — %? +§— %7 +z?+...+(—1)”+1(2:1__1)!cosc
3. cosz=1— Z—T + % - 2? + ZT + ..+ (—1)"(;:!cosc

Przyktad: 4. Wyznaczyé cos 0,2 z doktadnosciag do 1074,



