
Pochodna funkcji

Def. 1. Pochodn¡ wªa±ciw¡ funkcji f w punkcie x0 nazywamy granic¦

f ′(x0) := lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

o ile granica ta istnieje i jest wªa±ciwa. Funkcj¦ f nazywamy wtedy ró»niczko-
waln¡. Przy zaªo»eniu, »e f jest ci¡gªa w x0 analogicznie okre±lamy pochodne
niewªa±ciwe +∞ i −∞. Pochodn¡ lewostronn¡ i prawostronn¡ nazywamy od-
powiednio:

f ′−(x0) := lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0
i f ′+(x0) := lim

x→x+
0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Ilorazem ró»nicowym nazywamy wyra»enie

f(x)− f(x0)

x− x0
=

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
=

∆y

∆x
.

Uwaga 1. Pochodn¡ funkcji y = f(x) w punkcie x0 oznacza si¦ równie»
df

dx
(x0),

dy

dx
(x0) lub Df(x0).

Uwaga 2. W de�nicji pochodnej niewªa±ciwej zakªadamy dodatkowo ci¡gªo±¢
funkcji w punkcie x0. Zaªo»enie, to jest zb¦dne dla pochodnej wªa±ciwej ponie-
wa» z istnienia granicy wªa±ciwej

f ′(x0) := lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

wynika ci¡gªo±¢ funkcji w punkcie x0. W ka»dym przypadku zachodzi:

Twierdzenie 1. Je±li istnieje wªa±ciwa lub niewªa±ciwa pochodna f ′(x0), to
funkcja f jest ci¡gªa w x0.

Interpretacja geometryczna i �zyczna

� Pochodna wªa±ciwa w punkcie x0 jest wspóªczynnikiem kierunkowym stycz-
nej do wykresu funkcji w punkcie x0.

� Je±li f ′(x0) = ±∞, to styczna do wykresu jest prost¡ pionow¡ x = x0.

� Równanie prostej stycznej do wykresu funkcji f ró»niczkowalnej w punkcie
x0:

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).

� Pochodna wyra»a szybko±¢ przyrostu funkcji w chwili x0.

� Je±li s = s(t), jest funkcj¡ drogi w zale»no±ci od czasu, to pochodna s′(t0)
jest pr¦dko±ci¡ w chwili t0.

� Je±li v = v(t), jest funkcj¡ pr¦dko±ci w zale»no±ci od czasu, to v′(t0) jest
przy±pieszeniem w chwili t0.
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Pochodne funkcji elementarnych

1. c′ = 0 (pochodna funkcji staªej jest równa 0),

2. (xr)′ = rxr−1 dla dowolnego r ∈ R,

3. (sinx)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx,

4. (tgx)′ =
1

cos2 x
, (ctgx)′ = − 1

sin2 x
,

5. (ax)′ = ax ln a, (ex)′ = ex,

6. (loga x)′ =
1

x ln a
, (lnx)′ =

1

x
,

7. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, (arccosx)′ = − 1√

1− x2
,

8. (arctgx)′ =
1

1 + x2
, (arcctgx)′ = − 1

1 + x2
.

Def. 2. Mówimy, »e funkcja f jest ró»niczkowalna w zbiorze X ⊂ R gdy jest
ró»niczkowalna w ka»dym punkcie tego zbioru. Funkcj¦, która ka»demu x ∈ X
przyporz¡dkowuje pochodn¡ f ′(x) w tym punkcie nazywamy pochodn¡ f ′ na
zbiorze X.

Twierdzenie 2. Je±li f, g s¡ ró»niczkowalne w zbiorze X, to w tym zbiorze:

1. [f(x)± g(x)]′ = f ′(x))± g′(x),

2. [cf(x)]′ = cf ′(x) dla dowolnej staªej c ∈ R,

3. [f(x) · g(x)]′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x),

4.
(f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

g2(x)
o ile g(x) 6= 0.

Twierdzenie 3. 1. Je»eli f ma pochodn¡ wªa±ciw¡ w punkcie x i g ma po-
chodn¡ wªa±ciw¡ w punkcie f(x), to

[g(f(x))]′ = g′(f(x)) · f ′(x).

2. Je»eli funkcja f jest ci¡gªa i ±ci±le monotoniczna w otoczeniu punktu x
oraz ma pochodn¡ f ′(x) 6= 0, to

(f−1)′(y) =
1

f ′(x)
, gdzie y = f(x).
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Ró»niczka

Def. 3. Ró»niczk¡ funkcji f ró»niczkowalnej w x0 nazywamy funkcj¦ df przy-
rostu argumentu ∆x = x− x0 okre±lon¡ wzorem

df(∆x) = f ′(x0) ·∆x.

Uwaga 3. Ró»niczka jest funkcj¡ liniow¡ przyrostu argumentu ∆x. Jej wspóª-
czynnik kierunkowy jest warto±ci¡ pochodnej w ustalonym punkcie x0.

Uwaga 4. Ró»niczka szybciej zbiega do przyrostu warto±ci funkcji ∆f = f(x0 +
∆x)− f(x0) ni» ∆x→ 0.

Dokªadniej:

lim
∆x→0

∆f − df

∆x
= 0.

Dlatego dla maªych ∆x = x− x0 stosujemy przybli»enie

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x.

Przykªady: 1. 1. Wyznaczy¢ ró»niczk¦ funkcji f(x) = 3
√
x w punkcie x0 = 8.

Wykorzysta¢ j¡ do obliczenia bez kalkulatora przybli»onej warto±ci 3
√

8, 03.

2. Z jak¡ dokªadno±ci¡ wyznaczymy obj¦to±¢ sze±cianu je±li zmierzona z do-
kªadno±ci¡ do 1 cm dªugo±¢ jego kraw¦dzi jest równa 1 m?

Twierdzenia o warto±ci ±redniej

Twierdzenie 4 (Rolle'a). Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na przedziale [a, b] i
ró»niczkowalna na przedziale (a, b) oraz f(a) = f(b), to istnieje taki punkt
c ∈ (a, b), »e f ′(c) = 0.

Twierdzenie 5 (Lagrange'a). Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na przedziale [a, b] i
ró»niczkowalna na przedziale (a, b), to istnieje taki punkt c ∈ (a, b), »e

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Teza twierdzenie Lagrange'a oznacza (przy speªnieniu jego zaªo»e«), »e ±red-
nia pr¦dko±¢ wzrostu funkcji na przedziale [a, b] musi by¢ osi¡gana w pewnym
jego punkcie.

Twierdzenie 6 (Reguªa de L'Hospitala). Je»eli funkcje f, g speªniaj¡ warunki:

1. lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0, przy czym g(a) 6= 0 w s¡siedztwie a,

2. istnieje lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
(wªa±ciwa lub niewªa±ciwa),

to

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

3



Twierdzenie jest równie» prawdziwe dla granic jednostronnych, granic w nie-
sko«czono±ci oraz przy pierwszym zaªo»eniu postaci:

1'. lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =∞.

Przykªady: 2. Wyznaczy¢ granice: (1) lim
x→1

2x − 2√
x− 1

; (2) lim
x→0

x− sinx

x3
; (3)

lim
x→π

2

(tgx− 1

cosx
); (4) lim

x→∞
x

1
x .
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