
Def. 1. Funkcj¡ rzeczywist¡ zmiennej rzeczywistej nazywamy funkcj¦, której
dziedzina i przeciwdziedzina s¡ podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych R.

f : X → Y

gdzie X,Y ⊂ R. Je±li funkcja jest okre±lona jedynie wzorem, to za dziedzin¦
przyjmujemy zbiór wszystkich liczb rzeczywistych, dla których wzór ma sens.
Tak okre±lon¡ dziedzin¦ nazywamy dziedzin¡ naturaln¡. Zbiorem warto±ci na-
zywamy zbiór wszystkich elementów y ∈ Y , dla których istnieje x ∈ X, taki
»e f(x) = y. Dziedzin¦ i zbiór warto±ci funkcji f oznaczamy odpowiednio Df i
Wf .

Przykªad: 1. Dla funkcji f(x) =
√
1− x2, Df =[−1, 1], Wf =[0, 1].

Def. 2. Funkcj¦ f : X → Y nazywamy:

1. ró»nowarto±ciow¡ gdy x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2),

2. na gdy Y =Wf ,

3. bijekcj¡ (przeksztaªceniem wzajemnie jednoznacznym) gdy jest ró»nowar-
to±ciowa i na,

4. parzyst¡ gdy f(−x) = f(x) dla x ∈ Df (wykres jest symetryczny wzgl¦dem
Oy),

5. nieparzyst¡ gdy f(−x) = −f(x) dla x ∈ Df (wykres jest symetryczny
wzgl¦dem O),

6. rosn¡c¡ gdy x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2), analogicznie okre±lamy funkcje
niemalej¡ce, malej¡ce i rosn¡ce,

7. okresow¡ gdy f(x+T ) = f(x) dla pewnego T ∈ R (T nazywamy okresem),

8. ograniczon¡ gdy zbiór jej warto±ci jest ograniczony.

Def. 3. Je±li f : X → Y i g : Y → Z, to zªo»eniem (superpozycj¡) funkcji f, g
nazywamy funkcj¦

g ◦ f : X → Z; (g ◦ f)(x) := g(f(x)).

f nazywamy funkcj¡ wewn¦trzn¡, a g - zewn¦trzn¡ zªo»enia g ◦ f .

Przykªad: 2. Dla funkcji f(x) = x2, g(x) =
√
x g ◦ f : R→ R; (g ◦ f)(x) = |x|,

f ◦ g : [0,+∞)→ R; (f ◦ g)(x) = x.

Def. 4. Je±li f : X → Y jest bijekcj¡, to funkcj¡ odwrotn¡ do f nazywamy
funkcj¦ f−1 : Y → X okre±lon¡ warunkiem

f−1(y) = x⇔ f(x) = y.

Wykresy y = f(x) i y = f−1(x) s¡ symetryczne wzgl¦dem prostej y = x.
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Logarytmy

Def. 5. Dla dowolnej liczby a > 0, a 6= 1 i liczby x > 0 logarytmem z x
przy podstawie a nazywamy tak¡ liczb¦ y = loga x, »e a

y = x. Piszemy log x
dla a = 10 i lnx dla a = e. S¡ to odpowiednio logarytm dziesi¦tny i logarytm
naturalny.

Wn. 1. Funkcja f(x) = loga x jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji wykªadniczej
g(x) = ax. Dla dowolnej podstawy a (a > 0, a 6= 1) dziedzin¡ funkcji logaryt-
micznej loga jest zbiór liczb rzeczywistych dodatnich, a zbiorem warto±ci zbiór
wszystkich liczb rzeczywistych.

Uwaga 1. Funkcja odwrotna do funkcji rosn¡cej jest rosn¡ca, a odwrotna do
malej¡cej jest malej¡ca.

Wn. 2. Je±li a ∈ [0, 1], to loga jest funkcj¡ malej¡c¡, a je±li a > 1, to loga jest
funkcj¡ rosn¡c¡. W szczególno±ci log, i ln rosn¡.

Wªasno±ci logarytmów

1. loga a = 1, w szczególno±ci ln e = 1,

2. loga 1 = 0 dla dowolnej podstawy a (a > 0, a 6= 1),

3. aloga b = b, w szczególno±ci dowoln¡ liczb¦ dodatni¡ a mo»na zapisa¢ a =
eln a,

4. loga(x · y) = loga x+ loga y,

5. loga

(x
y

)
= loga x− loga y,

6. loga x
r = r loga x,

7. loga b · logb c = loga c,

8. loga b =
1

logb a
,

9. loga b =
ln b

ln a
=

log b

log a
.

Funkcje elementarne

1. Wielomiany W (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n, DW = R,

2. Funkcje wymierne Q(x) = W (x)
V (x) , gdzie W,V s¡ wielomianami, DQ =

R \ {x : V (x) = 0},

3. Funkcja pot¦gowa f(x) = xr, gdzie r ∈ R, Df = (0,+∞),
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4. Funkcje trygonometryczne sin, cos, tg, ctg.

5. Funkcje cyklometryczne:

arcsin (arkus sinus) to funkcja odwrotna do funkcji sin : [−π2 ,
π
2 ]→ [−1, 1],

arccos - odwrotna do funkcji cos : [0, π]→ [−1, 1],

arctg - odwrotna do funkcji tg: (−π2 ,
π
2 )→ R,

arcctg - odwrotna do funkcji ctg: (0, π)→ R,

6. funkcje wykªadnicza i logarytmiczna.

7. Funkcjami elementarnymi nazywamy wszystkie funkcje jakie mo»na otrzy-
ma¢ z (1)...(6) za pomoc dziaªa« arytmetycznych i operacji skªadania.

Granica wªa±ciwa

Def. 6. Dla dowolnego x0 ∈ R i ε > 0, (1) s¡siedztwem, (2) lewym s¡siedz-
twem, (3) prawym s¡siedztwem punktu x0 o promieniu ε nazywamy odpowiednio
zbiory:

1. (x0 − ε, x0) ∪ (x0, x0 + ε),

2. (x0 − ε, x0),

3. (x0, x0 + ε).

Def. 7 (Granica wªa±ciwa funkcji wedªug Heinego). Mówimy, »e funkcja f
okre±lona w s¡siedztwie punktu x0 zbiega do granicy g ∈ R, co zapisujemy

lim
x→x0

f(x) = g

gdy dla dowolnego zbie»nego do x0 ci¡gu (xn) punktów s¡siedztwa punktu x0,
ci¡g warto±ci (f(xn)) zbiega do g.

Przykªady: 1. 1. lim
x→0

x2 + 1

x3 + 2
=

1

2
.

2. sgnx =

 −1 dla x < 0
0 dla x = 0
1 dla x > 0

lim
x→0

sgnx nie istnieje.

Def. 8. Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ lewostronn¡ g ∈ R, co
zapisujemy

lim
x→x−

0

f(x) = g

gdy dla dowolnego zbie»nego do x0 ci¡gu (xn) punktów lewego s¡siedztwa x0,
ci¡g warto±ci (f(xn)) zbiega do g. Analogicznie okre±lamy granic¦ prawo-
stronn¡, któr¡ oznaczamy

lim
x→x+

0

f(x).
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Twierdzenie 1. lim
x→x0

f(x) = g ⇔ lim
x→x+

0

f(x) = lim
x→x−

0

f(x) = g

Def. 9 (Granica wªa±ciwa funkcji przy x→ +∞). Mówimy, »e funkcja f zbiega
w niesko«czono±ci do granicy g ∈ R, co zapisujemy

lim
x→∞

f(x) = g

gdy dla dowolnego zbie»nego do ∞ ci¡gu (xn), ci¡g warto±ci (f(xn)) zbiega do
g. Analogicznie okre±lamy granic¦ przy x → −∞. Mówimy, »e funkcja f ma
asymptot¦ poziom¡ y = g w ±∞ gdy lim

x→±∞
f(x) = g.

Def. 10 (Granice niewªa±ciwe przy x→ x0).

lim
x→x0

f(x) = +∞ ( lim
x→x0

f(x) = −∞)

gdy dla dowolnego zbie»nego do x0 ci¡gu (xn) punktów s¡siedztwa punktu x0,
ci¡g warto±ci (f(xn)) zbiega do +∞ (−∞). Analogicznie, gdy ograniczymy si¦
do punktów lewego lub prawego s¡siedztwa, de�niujemy granice jednostronne

lim
x→x−

0

f(x) = +∞ (−∞); lim
x→x+

0

f(x) = +∞ (−∞)

Prosta x = x0 jest asymptot¡ pionow¡ lewostronn¡ funkcji f gdy lim
x→x−

0

f(x) =

+∞ lub lim
x→x−

0

f(x) = −∞. Analogicznie okre±lamy asymptot¦ pionow¡ prawo-

stronn¡. Mówimy, »e prosta x = x0 jest asymptot¡ obustronn¡ funkcji f gdy
jest jednocze±nie asymptot¡ lewostronn¡ i prawostronn¡.

Granice niewªa±ciwe w +∞ i −∞ i asymptoty uko±ne

lim
x→+∞

f(x) = +∞

gdy dla dowolnego zbie»nego do ∞ ci¡gu (xn), ci¡g warto±ci (f(xn)) równie»
zbiega do ∞. Analogicznie okre±lamy granice −∞ i granice przy x→ −∞.

Def. 11. Mówimy, »e prosta y = ax+ b jest asymptot¡ uko±n¡ funkcji f w +∞
gdy

lim
x→+∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0.

Analogicznie okre±lamy asymptot¦ uko±n¡ w −∞.

Ta sama funkcja mo»e mie¢ ró»ne asymptoty uko±ne w +∞ i −∞. W celu

wyznaczenia asymptoty uko±nej najpierw obliczamy a = lim
x→∞

f(x)

x
i je±li ta

granica istnieje (i jest wªa±ciwa), to b = lim
x→+∞

(f(x)− ax).
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Arytmetyka granic

Twierdzenie 2. Je»eli funkcje f, g maj¡ w x0 granice wªa±ciwe, to:

1. lim
x→x0

(f(x)± g(x)) = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x),

2. lim
x→x0

(c · f(x)) = c · lim
x→x0

f(x), gdzie c ∈ R,

3. lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x),

4. lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
, o ile lim

x→x0

g(x) 6= 0,

Uwaga 2. Twierdzenie stosujemy równie» do x0 = ±∞ oraz do granic jedno-
stronnych.

Wyznaczy¢ granice: (a) lim
x→1

x3 − 1

x4 − 1
, (b) lim

x→2

√
x− 1− 1

x− 2
.

Przykªad: 3. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f(x) =
x2

x− 1
.

Twierdzenie 3 (O trzech funkcjach). Je»eli w s¡siedztwie punktu x0 funkcje
f, g, h speªniaj¡ warunek f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) i lim

x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x)=q, to

lim
x→x0

g(x) = q.

Wa»ne granice wyra»e« nieoznaczonych

1. lim
x→0

(1 + x)
1
x = e, lim

x→∞
(1 +

1

x
)x = e,

2. lim
x→0

sinx

x
= 1,

3. lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1,

4. lim
x→0

ex − 1

x
= 1,

5. lim
x→0

(1 + x)r − 1

x
= r dla dowolnego r ∈ R.

6. lim
x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
,

7. lim
x→0

ax − 1

x
= ln a,

Wa»na równo±¢: ax = ex ln a.
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Def. 12. Mówimy »e funkcja f okre±lona w otoczeniu punktu x0 jest ci¡gªa w
punkcie x0, gdy

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

(istnieje granica i jest równa warto±ci funkcji). Mówimy, »e f jest ci¡gªa w
zbiorze X, gdy jest ci¡gªa w ka»dym punkcie tego zbioru.

Uwaga 3. Wykres funkcji ci¡gªej na dowolnym przedziale mo»na narysowa¢ bez
odrywania oªówka od kartki. Nie jest w »adym miejscu rozerwany.

Rodzaje nieci¡gªo±ci:

1. Mówimy, »e f ma w x0 nieci¡gªo±¢ pierwszego rodzaju, gdy ma obie granice
wªa±ciwe jednostronne w x0 ale nie jest ci¡gªa.

2. Funkcja f ma w x0 nieci¡gªo±¢ drugiego rodzaju gdy przynajmniej jedna
granica jednostronna nie istnieje lub jest niewªa±ciwa.

Twierdzenia o funkcjach ci¡gªych

W szczególno±ci dla nieci¡gªo±ci pierwszego rozdzaju mówimy, »e:

� f ma nieci¡gªo±¢ typu skok, gdy lim
x→x−

0

f(x) 6= lim
x→x+

0

f(x).

� f ma nieci¡gªo±¢ typu luka, gdy istnieje granica wªa±ciwa ró»na od warto±ci
funkcji ( lim

x→x0

f(x) 6= f(x0)).

Twierdzenie 4. Funkcje elementarne s¡ ci¡gªe we wszystkich punktach swoich
dziedzin naturalnych.

Twierdzenie 5 (Weierstrassa). Funkcja ci¡gªa na przedziale [a, b] jest ograni-
czona i osi¡ga swoje kresy.

Twierdzenie 6 (Darboux). Funkcja ci¡gªa na przedziale [a, b] przyjmuje wszyst-
kie warto±ci po±rednie pomi¦dzy f(a) i f(b).
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