Def. 1. Funkcjg rzeczywistq zmiennej rzeczywistej nazywamy funkcje, ktorej
dziedzina i przeciwdziedzina sa podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych R.

f: X—>Y

gdzie X,Y C R. Jedli funkcja jest okre§lona jedynie wzorem, to za dziedzine
przyjmujemy zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktérych wzér ma sens.
Tak okreslong dziedzine nazywamy dziedzing naturalng. Zbiorem wartoSci na-
zywamy zbiér wszystkich elementow y € Y, dla ktérych istnieje z € X, taki
ze f(x) = y. Dziedzing i zbiér wartosci funkeji f oznaczamy odpowiednio Dy i
Wry.

Przyktad: 1. Dla funkcji f(z) =1 — 22, Dy =[-1,1], W, =0, 1].
Def. 2. Funkcje f: X — Y nazywamy:

1. roznowartosciowa gdy 1 # x2 = f(x1) # f(22),

2. nagdy Y =Wy,

3. bijekcjq (przeksztatceniem wzajemnie jednoznacznym) gdy jest réznowar-
tosciowa i na,

4. parzystggdy f(—z) = f(x)dlaxz € Dy (wykres jest symetryczny wzgledem
Oy),

5. nieparzystq gdy f(—z) = —f(z) dla © € Dy (wykres jest symetryczny
wzgledem O),

6. rosngeg gdy x1 < x9 = f(x1) < f(x2), analogicznie okreglamy funkcje
niemalejace, malejace i rosnace,

7. okresowq gdy f(z+T) = f(z) dla pewnego T € R (T nazywamy okresem),
8. ograniczong gdy zbidr jej wartosci jest ograniczony.

Def. 3. Jesli f: X Y ig:Y — Z, to zozeniem (superpozycjg) funkeji f, g
nazywamy funkcje

gof:X—=2;  (gof)(x):=yg(f(z))
f nazywamy funkcja wewnetrzng, a g - zewnetrzng zlozenia g o f.

Przyktad: 2. Dla funkcji f(z) = 22, g(z) = Vo go f: R = R; (g0 f)(x) = |z],
fog:]0,+0) = R; (fog)(z)==x.

Def. 4. Jedli f : X — Y jest bijekcja, to funkcja odwrotng do f nazywamy
funkcje f~1 : Y — X okreslong warunkiem

Ty =z fl@) =y.

Wykresy y = f(z) iy = f~!(x) sa symetryczne wzgledem prostej y = .



Logarytmy

Def. 5. Dla dowolnej liczby a > 0, a # 11 liczby x > 0 logarytmem z x
przy podstawie a nazywamy taka liczbe y = log, z, ze a¥ = x. Piszemy logz
dlaa=101iInz dla a = e. Sa to odpowiednio logarytm dziesietny i logarytm
naturalny.

Wu. 1. Funkcja f(x) = log, x jest funkcjg odwrotng do funkcji wyktadniczej
g(z) = a®. Dla dowolnej podstawy a (a > 0, a # 1) dziedzing funkcji logaryt-
micznej log, jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich, a zbiorem wartosci zbior
wszystkich liczb rzeczywistych.

Uwaga 1. Funkcja odwrotna do funkcji rosnacej jest rosnagca, a odwrotna do
malejacej jest malejaca.

Wn. 2. Jesli a € [0,1], to log, jest funkcjq malejacq, a jesli a > 1, to log, jest
funkcjg rosngceg. W szczegolnosci log, i In rosng.

Wlasnosci logarytmoéow
1. log, a =1, w szczegblnodci Ine = 1,
2. log, 1 =0 dla dowolnej podstawy a (a > 0, a # 1),

3. al°%b = b, w szczegdlnosci dowolng liczbe dodatnia a mozna zapisaé a =
Ina
e b

4. log,(z - y) = log, « + log, v,
5. log, (E) = log, z — log, v,
Y

6. log, z" = rlog, z,

7. log, b -log, c =log, ¢,

8. log, b= ,
log, a

Inb logb
9. log, b= e
Ina loga

Funkcje elementarne

1. Wielomiany W (z) = ap + a1 + ... + anx™, Dy =R,

2. Funkcje wymierne Q(z) = V‘[//((;)), gdzie W,V sa wielomianami, Dg =

R\ {o: V(z) =0},

3. Funkcja potegowa f(x) =27, gdzie r € R, Dy = (0, +00),



4. Funkcje trygonometryczne sin, cos, tg, ctg.

5. Funkcje cyklometryczne:
arcsin (arkus sinus) to funkcja odwrotna do funkcjisin : [-75, 5] — [-1,1],
arccos - odwrotna do funkcji cos : [0, 7] — [—1,1],
arctg - odwrotna do funkcji tg: (=3, 5) = R,
arcctg - odwrotna do funkcji ctg: (0,7) — R,

6. funkcje wyktadnicza i logarytmiczna.

7. Funkcjami elementarnymi nazywamy wszystkie funkcje jakie mozna otrzy-
ma¢ z (1)...(6) za pomoc dzialan arytmetycznych i operacji sktadania.

Granica wlasciwa

Def. 6. Dla dowolnego x9 € Rie > 0, (1) sgsiedztwem, (2) lewym sgsiedz-
twem, (3) prawym sgsiedztwem punktu xg o promieniu € nazywamy odpowiednio
zbiory:

1. (2o —e,20) U (z0,20 + &),
2. (JJQ —6,.130),
3. (xo,xo +¢€).

Def. 7 (Granica wlasciwa funkcji wedtug Heinego). Mowimy, ze funkcja f
okreslona w sasiedztwie punktu x( zbiega do granicy g € R, co zapisujemy

lim f(z) =g

T—rT0o

gdy dla dowolnego zbieznego do ¢ ciagu (z,) punktow sasiedztwa punktu x,
cigg wartosci (f(x,)) zbiega do g.

22+1 1
Przyktady: 1. 1. 1 =-.
rzyktady lim —5 npiak;
-1 dla <0
2. sgnz =4 0 dla =0 lir% sgnz nie istnieje.
r—

1 dla >0

Def. 8. Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xy granice lewostronna g € R, co
zapisujemy
lim f(z) =y
:L‘A)IO
gdy dla dowolnego zbieznego do z¢ ciagu (x,) punktow lewego sasiedztwa xo,
ciag wartosci (f(x,)) zbiega do g. Analogicznie okreslamy granice prawo-
stronna, ktéra oznaczamy

xlililg f@).



Twierdzenie 1. lim f(z) =g < lim f(z)= lim f(z)=g¢g
T—To z—zd =T
Def. 9 (Granica wlasciwa funkcji przy © — +00). Mowimy, ze funkcja f zbiega
w nieskoriczonosci do granicy g € R, co zapisujemy
Jim f(z) =g
gdy dla dowolnego zbieznego do oo ciagu (x,,), ciag wartosci (f(z,)) zbiega do

g- Analogicznie okres§lamy granice przy z — —oo. Mowimy, ze funkcja f ma
asymptote pozioma y = g w oo gdy liril flz)=g.
Tr—r 100

Def. 10 (Granice niewtasciwe przy  — o).

lm f()=+o0  (lim f(z) = —o0)

gdy dla dowolnego zbieznego do ¢ ciagu (z,) punktow sasiedztwa punktu x,
cigg wartosci (f(x,)) zbiega do 400 (—00). Analogicznie, gdy ograniczymy sie
do punktow lewego lub prawego sasiedztwa, definiujemy granice jednostronne

lim f(z)=+oo (—00); lim f(z)=+o00 (—0)

— +
JE—)ZEO w—)wo

Prosta « = xo jest asymptota pionowg lewostronng funkcji f gdy lim f (z) =

Z‘)ZO

+oo lub lim f(x) = —oo. Analogicznie okreslamy asymptote pionowa prawo-
stronnag. Moéwimy, ze prosta @ = xg jest asymptota obustronng funkcji f gdy
jest jednocze$nie asymptota lewostronng i prawostronna.

Granice niewlasciwe w +00 i —00 i asymptoty ukosne
li =
o /() = oo

gdy dla dowolnego zbieznego do oo ciagu (x,), ciag wartosci (f(z,)) rowniez
zbiega do co. Analogicznie okre§lamy granice —oo i granice przy r — —oo.
Def. 11. Méwimy, ze prosta y = ax + b jest asymptota ukosng funkcji f w +oo
gdy

Jim_[7(x) ~ (az + )] =0.

Analogicznie okreslamy asymptote ukosng w —oo.

Ta sama funkcja moze mieé¢ rézne asymptoty uko$ne w 400 i —co. W celu

wyznaczenia asymptoty ukos$nej najpierw obliczamy a = lim ijedli ta
xr—r 00

granica istnieje (i jest wlasciwa), to b= lim (f(z) — ax).
T—+00



Arytmetyka granic
Twierdzenie 2. Jezeli funkcje f,g majg w x¢ granice wlasciwe, to:
1. lim (f(z) £g(z)) = lim f(z) £ lim g(2),

2. lim (c¢- f(z)) =c- lim f(x), gdzie c € R,

T—TQ T—To
3. lim (f(z) - g(z)) = lim f(z)- lim g(z),
lim f(z)
4. lim N , 0ile lim g(x) #0,
M) T T gl A
T xo

Uwaga 2. Twierdzenie stosujemy réwniez do xg = oo oraz do granic jedno-
stronnych.

3 —1 o Vr—1-1

Wyznaczy¢ granice: (a) C11_>m1 pran (b) ;1_)m2 o
2

Przyktad: 3. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f(x) = x T
T —

Twierdzenie 3 (O trzech funkcjach). Jezeli w sqsiedztwie punktu xo funkcje
I, g, h spetniajg warunek f(x) < g(z) < h(z) i lim f(z) = lim h(x)=q, to
T—T0o T—T0o

lim g(z) =q.

T—To
Wazne granice wyrazen nieoznaczonych
. 1 . 1.,
1. lim(1+2)= =e, lim (14 —)" =,
z—0 T— 00 €T
sinx

2. lim
x—=0 X

3. fim 20F2)

z—0 €T

¢ _q
4. lim & -
x—0 x

o (I+z)r—1
x—0 x

=1,

:]_7

L

= r dla dowolnego r € R.

’ x—0 xX

Wazna rownosé: a® = e®ne,



Def. 12. Moéwimy ze funkcja f okreslona w otoczeniu punktu zg jest ciggta w
punkcie xg, gdy

lim f(2) = [(x0)
(istnieje granica i jest rowna wartosci funkcji). Mowimy, ze f jest ciagla w
zbiorze X, gdy jest ciagta w kazdym punkcie tego zbioru.
Uwaga 3. Wykres funkcji cigglej na dowolnym przedziale mozna narysowaé bez
odrywania otéwka od kartki. Nie jest w zadym miejscu rozerwany.

Rodzaje nieciaglosci:

1. Méwimy, ze f ma w x( niecigglos$¢ pierwszego rodzaju, gdy ma obie granice

wtasciwe jednostronne w x( ale nie jest ciagta.

2. Funkcja f ma w xg niecigglos¢ drugiego rodzaju gdy przynajmniej jedna
granica jednostronna nie istnieje lub jest niewlasciwa.
Twierdzenia o funkcjach cigglych

W szczegolnosci dla nieciggloSci pierwszego rozdzaju méwimy, ze:

e f ma nieciagtos¢ typu skok, gdy lim f(z) # lim+ f(x).

x—)fl}o $—>$0
e f manieciggtosc typu luka, gdy istnieje granica wlasciwa rézna od wartosci
funkeji (lim f(x) # f(x0))-
T—XTo
Twierdzenie 4. Funkcje elementarne sq ciggte we wszystkich punktach swoich

dziedzin naturalnych.

Twierdzenie 5 (Weierstrassa). Funkcja ciggta na przedziale [a,b] jest ograni-
czoma i 0sigga swoje kresy.

Twierdzenie 6 (Darboux). Funkcja ciggla na przedziale [a, b] przyjmuje wszyst-
kie wartosci posrednie pomiedzy f(a) i f(b).



