Zbiory ograniczone i kresy zbiorow

Def. 1. Liczbe m nazywamy ograniczeniem dolnym a liczbe M ograniczeniem
gornym zbioru X C R gdy

@) N\ z>m (i) N\ = <M.

reX reX

Mowimy, ze zbior X jest ograniczony z dotu (odp. z géry) gdy ma ograniczenie
dolne (odp. gorne). Zbiér nazywamy ograniczonym gdy jest ograniczony z dotu

iz gory, tzn.
\/ /\ m<x <M.
m,MeR zeX

Def. 2. Liczbe a nazywamy kresem dolnym zbioru X C R jedli jest jego naj-
wiekszym ograniczeniem dolnym, tzn.

/\xza 1 /\ \/x0<a+€.

rzeX e>0 zpeX

Liczbe b nazywamy kresem gornym zbioru X C R jedli jest jego najmniejszym
ograniczeniem goérnym, tzn.

/\:cgb i /\ \/x0>b75.

rzeX e>0 zpeX

Kres dolny zbioru X oznaczamy inf X a gorny sup X piszemy rowniez inf X =
—00 (sup X = 00), gdy X nie jest ograniczony z dotu (odp. z gory).

Twierdzenie 1 (Aksjomat ciagtosci (zbioru liczb rzeczywistych)). Kazdy nie-
pusty zbior ograniczony z gory ma kres gorny. (Kazdy niepusty zbior ograniczony
z dotu ma kres dolny.)

Ciagi liczbowe

Def. 3. (Ciggiem nazywamy funkcje odwzorowujaca zbior liczb naturalnych
w zbiér liczb rzeczywistych. Wartosé tej funkcji dla danej liczby naturalnej n
nazywamy n-tym wyrazem ciagu i oznaczamy a,, (b, itp.). Ciag oznaczamy (a,,)
a zbior jego wyrazow (czyli wartosci funkeji) {a,}.

Przyktady: 1. 1. a, = (721n)" to ciag okreslony wzorem,
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2. by =1, by =1, byyo = by41 + by, to ciag okreslony rekurencyjnie, jest to
stynny cigg Fibbonaciego,

1,1,2,3,5,8,13,21, ...

3. (ep) - ciag kolejnych liczb pierwszych to ciag okreslony opisowo,



2,3,5,7,11,13,17, ... .

e Mowimy, ze ciag (a,) jest ograniczony (z gory) [z dotu] gdy zbior {a,}
jego wyrazow jest odpowiednio: ograniczony (z gory) [z dotu].

e Ciag (a,) nazywamy: (i) rosngcym, (ii) niemalejgcym gdy odpowiednio:
(i) /\ ap, < apy1; (i1 /\ @y, < ap41. Analogicznie okreslamy ciagi: ma-

neN neN

lejgcy i nierosngey. Ciagi malejace i rosnace nazywamy $cisle monotonicz-
nymi a nierosnace i niemalejace monotonicznymi. Moéwimy tez o ciagach
monotonicznych od pewnego miejsca.

e Monotonicznos$é ciggu (a,) okreslamy badajac znak roznicy kolejnych wy-
razOw anp41 — an. Jedli ciag (b,) ma wyrazy dodatnie, to mozemy tez
poréwnywacé iloraz bzﬂ z 1.

e Dla ciagow z poprzedniego przykladu zachodzi:
an jest ograniczony i nie jest monotoniczny,

ciag Fibbonaciego b, jest ograniczony z dotu, niemalejacy i rosnacy od
drugiego miejsca,

ciag ¢, jest ograniczony z dotu i rosnacy.

Granica wlasciwa ciagu

Def. 4 (granica wlasciwa). Mowimy, ze ciag a, jest zbiezny do granicy a € R,
co zapisujemy

lima, =a (lub lim a, =a)
n—oo
gdy
/\ \/ /\ la, —al <e.
e>0ngeNn>ng
1"
Przyktady: 2. 1. lim u =0

2n
2. Ciag okreslony wzorem d,, = (—1)

n_mn

47 nie jest zbiezny do zadnej granicy.

Granice niewlasciwe
Moéwimy, ze ciag a, jest zbiezny do:

1. oo, co zapisujemy lima,, = oo gdy

AV A o>

M>0ngeNn>ng



2.

Przyktady: 3.

2.
3.

—00, co zapisujemy lima, = —oo gdy

AV A o<

M>0npeNn>ng

lim(n — n?) = —oo.

Ciag a, = (—2)™ nie jest zbiezny do zadnej granicy.

Arytmetyka granic

1. Ciag Fibbonaciego jest zbiezny do nieskonczonosci.

Twierdzenie 2. Jezeli ciagi (ay,) i (by) sq zbieine do granic wtasciwych, to:

1.
2.
3.

Wyznaczy¢ granice danych ciagow: a,, =
\/W
Cn =1\ 5
22n + 3n

1
Twierdzenie 3. 1. Jesli lima, = +oo, to lim — =0 (5

n);

2.

. lim —

lim(a, £ b,) = lima, + limb,,
lim(c- a,) = c¢-limay,, gdzie c € R,
lim(a,, - b,) = lima, - limb,,,

i
Gn _ M0 e lim b, # 0,

b, limb,
lim(a,)* = (lima,)*, gdzie k € N,
lim ¥a,, = /lima,.

3n® —n?

n3+5n2+n;

Qn

1
Jezeli lima, = 0 i a, > 0 (ap, < 0), to im — = oo (—o0) (

Qp

&= = —00).

1 _
aF — OO,

o

Podobnie jako twierdzenia o granicach niewlasciwych ciagéw czytamy skroty:

a + 00 = 00;

a-co=o00dlaa>0 (a-00=—o0dlaa<0);
x?® = oo dla a > 0;

o0®=0dlaa<0;

a® =occdlaa>1;

a*® =0dlaac (-1,1);



e a®=1dlaa>0.

Twierdzenie 4. Jezeli cigg jest rosngcy i ograniczony z gory, to ma granice
wlasciwg.

Def. 5. Liczbg Eulera e nazywamy granice ciagu z, = (1+ ).
e:=lim(1+ %)”
e~ 2,72 ~ 2,718281828459045... jest liczba niewymierna.
Twierdzenie 5. Jezeli lima, =0, limb,, = oo, to

1
lim(1 + an)ﬁ = lim(1 + b—)b" =e.

Przyktady: 4. Obliczy¢ granice: lim(1 + 2%)”, lim(1 — %)", lim (Zﬁ)n

Def. 6. Szeregiem nazywamy wyrazenie
oo
Zan =a; +az+as+ ...,
n=1
liczbe a, nazywamy n-tym wyrazem szeregu, a sume
n
Sp = Zak =ai+as+as+..+a,
k=1

n-ta suma czesciowa. Moéwimy, ze szereg jest

e zbiezny gdy ciag (S,) jego sum czeSciowych jest zbiezny do granicy wia-
sciwej,

e rozbiezny do £oo gdy lim S,, = +o0,

e rozbiezny gdy (S,) nie ma granicy (ani wlasciwej ani niewltasciwej).

Jesli szereg jest zbiezny, to granice ciagu sum czeSciowych nazywamy jego
o0

sumg i oznaczamy Z ay, (tak samo jak szereg!), czyli

n=1
oo
E an :=1lim S,,.
n=1

o0
Twierdzenie 6 (O sumie szeregu geometrycznego). Jezeli |q| < 1, to Z aq" =

n=0
a

1—q'




- 2" 45"
Przyktad: 1. Wyznaczy¢ sumy danych szeregow: a) Z 1) Z +
(n

n=1

(o] o0
Twierdzenie 7. Jezeli szeregi Z ap 1 Z b, sq zbiezne, to

n=1 n=1
o0 o0 (o] o0 (o]
1. Z(an+bn):2an+2bn; 2. ann:cZan.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
o0
Uwaga 1. Jezeli szereg Z a,, jest zbiezny, to lima, = 0.
n=1

oo

1
Uwaga 2. Liczbe Eulera mozna tez zdefiniowac jako sume szeregu: e := E - =
n!
1.1 1 1 1 -
1+ 1 + + o + Tt =] +... (0! := 1) Zbieznos¢ tego szeregu do e jest znacznie

szybsza niz zbleznosc ciagu a, = ( + Lym.
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