
Przestrze« wektorowa Rn

Def. 1. Rzeczywist¡ n-wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ (liniow¡) Rn na-
zywamy zbiór n-wyrazowych ci¡gów liczb rzeczywistych [x1, x2, ..., xn] z nast¦-
puj¡cymi dziaªaniami dodawania wektorów i mno»enia wektorów przez liczby:
[x1, x2, ..., xn]+[y1, y2, ..., yn] := [x1+y1, x2+y2, ..., xn+yn], a · [x1, x2, ..., xn] :=
[a · x1, a · x2, ..., a · xn]. Wektory oznaczamy:

−→x := [x1, x2, ..., xn].

Wektorem zerowym nazywamy
−→
0 := [0, 0, ..., 0]. Iloczynem skalarnym wektorów

−→x ,−→y nazywamy liczb¦: −→x ◦ −→y = x1y1 + x2y2 + ... + xnyn. Wektory −→x ,−→y
nazywamy prostopadªymi gdy −→x ◦ −→y = 0. Dªugo±ci¡ wektora −→x nazywamy√−→x ◦ −→x .

Liniowa niezale»no±¢ wektorów

Def. 2. Kombinacj¡ liniow¡ wektorów−→x 1,
−→x 2, ...,

−→x k o wspóªczynnikach a1, a2, ..., ak
nazywamy wektor

k∑
i=1

ai
−→x i = a1

−→x 1 + a2
−→x 2 + ...+ ak

−→x k.

Def. 3. Mówimy, »e wektory −→x 1,
−→x 2, ...,

−→x k s¡ liniowo niezale»ne gdy z ze-
rowania si¦ dowolnej ich kombinacji liniowej wynika zerowanie si¦ wszystkich
wspóªczynników tej kombinacji.

k∑
i=1

ai
−→x i =

−→
0 ⇒ a1 = a2 = ... = ak = 0.

Uwaga 1. Wektory s¡ liniowo zale»ne gdy istniej¡ takie a1, a2, ..., ak, nie wszyst-

kie równe 0, »e
∑k

i=1 ai
−→x i =

−→
0 .

Twierdzenie 1. Wektory s¡ liniowo zale»ne⇔ jeden z nich mo»na zapisa¢ jako
kombinacj¦ liniow¡ pozostaªych.

Uwaga 2. 1. Wszystkie wektory liniowo zale»ne od jednego niezerowego wek-
tora, czyli wszystkie kombinacje liniowe tego wektora tworz¡ prost¡.

2. Zbiór wszystkich kombinacji liniowych dwóch liniowo niezale»nych wekto-
rów jest pªaszczyzn¡.

3. W R3 zbiór wszystkich kombinacji liniowych trzech liniowo niezale»nych
wektorów jest caª¡ t¡ przestrzeni¡.

Twierdzenie 2. Je±li wektory −→x 1,
−→x 2,
−→x 3, ...,

−→x k s¡ liniowo niezale»ne, to
wektory −→x 1,

−→x 2 + t−→x 1,
−→x 3, ...,

−→x k równie». (Dodanie dowolnej kombinacji jed-
nego z wektorów do innego wektora nie zmienia liniowej niezale»no±ci zbioru
wektorów.)
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Uwaga 3. �atwo zauwa»a¢ liniow¡ niezale»no±¢ zbioru wektorów, gdy odpo-
wiednia cz¦±¢ ich wspóªrz¦dnych zeruje si¦, a powy»sze twierdzenie pozwala
zamienia¢ w takie zbiory dowolne inne zbiory wektorów.

Przykªad: 1. Wektory [1, 2, 3], [0, 4, 5], [0, 0, 6] s¡ niezale»ne. Sprawd¹my, czy
niezale»ne s¡ wektory:

1. [1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9];

2. [1, 2, 3], [2, 3, 1], [3, 1, 2].

Macierz

Def. 4. Niech i ∈ {1, ...,m}, j ∈ {1, ..., n}. Macierz¡ o m wierszach i n kolum-
nach nazywamy dowoln¡ funkcj¦, która wszystkim parom (i, j) przyporz¡dko-
wuje liczby rzeczywiste aij . Stosujemy oznaczenia: A, Am×n, (aij), (aij)m×n.

Macierz zapisujemy:


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 ... amn


Wiersze macierzy s¡ wektorami przestrzeni Rn a kolumny Rm. Macierz

mo»na natomiast traktowa¢ jako wektor przestrzeni Rm·n. (m × m)-macierze
nazywamy kwadratowymi.

Dziaªania na macierzach

Macierze o tych samych wymiarach dodajemy i mno»ymy przez liczby tak
samo jak wektory przestrzeni Rm·n tzn.:c · (aij)m×n := (c ·aij)m×n; (aij)m×n+
(bij)m×n := (aij + bij)m×n.

Def. 5. Iloczynem macierzy (aij)m×k i (bij)k×n nazywamy macierz (cij)m×n,
której wspóªczynniki s¡ okre±lone wzorem:

cij :=

k∑
l=1

ail · blj = ai1 · b1j + ai2 · b2j + ...+ aik · bkj .

(wyraz cij macierzy wyniku jest iloczynem skalarnym i-tego wiersza pierwszej i
j-tej kolumny drugiej macierzy.)

Uwaga 4. 1. Mo»na mno»y¢ macierze tylko wtedy, gdy wiersze pierwszej s¡
tej samej dªugo±ci co kolumny drugiej, czyli gdy pierwsza ma tyle samo
kolumn co druga wierszy.

2. Mno»enie macierzy nie jest przemienne!

� Transpozycj¡ macierzy A = (aij)m×n nazywamy macierz AT , której wier-
szami s¡ kolumny macierzy A (a kolumnami oczywi±cie wiersze macierzy
A).
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� Macierz kwadratow¡ (aij) nazywamy:

diagonaln¡ gdy aij = 0 dla i 6= j (zera poza gªówn¡ przek¡tn¡),

trójk¡tn¡ górn¡ gdy aij = 0 dla i > j (zera pod gªówn¡ przek¡tn¡),

trójk¡tn¡ doln¡ gdy aij = 0 dla i < j (zera nad gªówn¡ przek¡tn¡).

� Macierz¡ jednostkow¡ nazywamy macierz diagonaln¡, dla której dodat-
kowo aii = 1 czyli na gªównej przek¡tnej stoj¡ jedynki. Macierze jednost-
kowe oznaczamy I lub In gdy chcemy poda¢ wymiar.

� Je±li tylko dziaªania s¡ wykonalne to dla dowolnych macierzy A, B i jed-
nostkowej I mamy AI = A i IB = B.

� Macierz¡ odwrotn¡ do macierzy kwadratowej A nazywamy macierz A−1,
tak¡ »e A ·A−1 = A−1 ·A = I.

Wªasno±ci dziaªa« na macierzach

Je±li tylko wskazane dziaªania mo»na wykona¢, to:

1. (A+B) + C = A+ (B + C)

2. A+B = B +A

3. A · (B + C) = A ·B +A · C

4. (A+B) · C = A · C +B · C

5. A · (B · C) = (A ·B) · C

6. (A ·B)T = BT ·AT

7. (A ·B)−1 = B−1 ·A−1

Przykªad: 2. Wyznaczy¢ macierze X,Y z równa«:

� A ·X +B = C

� Y ·D − E = Y · F .

Rz¡d macierzy

Twierdzenie 3. W dowolnej macierzy maksymalna ilo±¢ liniowo niezale»nych
wierszy jest równa maksymalnej ilo±ci liniowo niezale»nych kolumn.

Def. 6. Rz¦dem macierzy A nazywamy maksymaln¡ liczb¦ jej liniowo nieza-
le»nych wierszy (lub kolumn). Rz¡d macierzy A oznaczamy rA.

Twierdzenie 4. Rz¡d macierzy A nie zmieni si¦ gdy:

1. dowolny wiersz pomno»ymy przez liczb¦ ró»n¡ od zera,
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2. dowolnie zmienimy kolejno±¢ wierszy,

3. do wiersza dodamy kombinacj¦ liniow¡ innego wiersza,

4. wykre±limy wiersz zªo»ony z samych zer,

5. przetransponujemy macierz,

6. wykonamy jak¡kolwiek z operacji 1.2.3.4. na kolumnach.

Rz¡d macierzy schodkowej

Przykªad: 3. r


0 2 2 3 5
0 0 2 1 3
0 0 0 3 4
0 0 0 0 0

 = 3. r


1 2 3 4 5
0 1 1 0 2
0 0 0 1 −4
0 0 0 0 1

 = 4.

Def. 7. Macierz¡ schodkow¡ nazywamy macierz, której pierwsze niezerowe ele-
menty kolejnych niezerowych wierszy znajduj¡ si¦ w coraz dalszych kolumnach,
a wiersze zerowe umieszczone s¡ najni»ej.

Twierdzenie 5. Rz¡d macierzy schodkowej jest równy ilo±ci niezerowych wier-
szy (czyli ilo±ci schodków).

Uwaga 5. Pierwsze niezerowe elementy ka»dego wiersza nazywamy elementami
gªównymi (wiod¡cymi). Wygodnie, gdy s¡ jedynkami, wtedy rz¡d macierzy jest
równy ilo±ci gªównych jedynek.

Wyznaczanie rz¦du macierzy metod¡ eliminacji Gaussa

Dowoln¡ macierz sprowadzamy do postaci podanej w twierdzeniu za pomoc¡
operacji, które nie zmieniaj¡ rz¦du:

1. Jako pierwszy ustawiamy wiersz, który najwcze±niej ma niezerowy wyraz,

2. jedynk¦ gªówn¡ dostajemy dziel¡c wiersz przez pierwszy niezerowy wyraz,

3. zera pod jedynk¡ gªówn¡ dostajemy odejmuj¡c odpowiednie kombinacje
wiersza z jedynk¡ gªówn¡ od wierszy znajduj¡cych si¦ ni»ej,

4. opisan¡ operacj¦ powtarzamy dla kolejnych wierszy, a» do uzykania postaci
schodkowej macierzy.

Przykªad: 4. Wyznaczy¢ rz¦dy danych macierzy:

 1 2 3 4
2 1 1 0
3 0 −1 −4

,


2 1 3 2
1 1 1 1
1 3 5 3
2 3 7 4

.
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Uwagi do eliminacji Gaussa

1. Jedynk¦ gªówn¡ mo»na te» niekiedy uzyska¢ zamieniaj¡c wiersze miej-
scami.

2. Pojawiaj¡ce si¦ wiersze zerowe mo»na wykre±la¢ i nie pisa¢ ich w nast¦p-
nych krokach.

3. �atwo zauwa»y¢ liniow¡ zale»no±¢ dwóch wierszy, poniewa» s¡ one pro-
porcjonalne. Na ka»dym etapie jeden z takich wierszy mo»na wykre±li¢.
Zostawiamy oczywi±cie ten drugi!

4. Je±li zauwa»ymy, »e wyrazy stoj¡ce pod pierwszym niezerowym wyrazem
pierwszego wiersza dziel¡ si¦ przez ten wyraz, to nie trzeba zamienia¢ go
w jedynk¦ gªówn¡.

Przykªad: 5. Badaj¡c rz¡d odpowiedniej macierzy sprawdzi¢, czy wektory [2, 1, 4, 3],
[1, 1, 1, 1] i [1, 2, 3, 4] s¡ liniowo zale»ne.
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