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Niech b¦d¡ dane niepuste zbiory X i Y .

De�nicja

Funkcj¡ nazywamy przyporz¡dkowanie ka»demu elementowi ze zbioru X
dokªadnie jednego elementu ze zbioru Y :
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�wiczenie. Okr¦giem o ±rodu w punkcie (0, 0) i promieniu r nazywamy zbiór
punktów speªniaj¡cych warunek:

x2 + y2 = r2.

Czy to równanie jest funkcj¡?
1 Funkcja ró»nowarto±ciowa (iniekcja, injekcja).

De�nicja

Funkcj¦ f (x) nazywamy ró»nowarto±ciow¡, je±li dla dowolnych dwóch ró»nych
argumentów przyjmuje ró»ne warto±ci:

∀x1, x2 ∈ D (x1 6= x2 =⇒ f (x1) 6= f (x2))



�wiczenie Korzystaj¡c z de�nicji, zbada¢ ró»nowarto±ciowo±¢ funkcji na podanych
przedziaªach:
a) a(x) = x2 − 3x , R; b) b(x) = 1

x2 , (−∞; 0); c) c(x) = x3 + 1, R.
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przedziaªach:
a) a(x) = x2 − 3x , R; b) b(x) = 1

x2 , (−∞; 0); c) c(x) = x3 + 1, R.
2 funkcja monotoniczna

De�nicja

1. Funkcja f jest rosn¡ca na zbiorze A ⊂ D, je»eli

∀x1,x2∈A [(x1 < x2)⇒ (f (x1) < f (x2))] .

2. Funkcja f jest niemalej¡ca na zbiorze A ⊂ D, je»eli

∀x1,x2∈A [(x1 < x2)⇒ (f (x1) ¬ f (x2))] .

3. Funkcja f jest malej¡ca na zbiorze A ⊂ D, je»eli

∀x1,x2∈A [(x1 < x2)⇒ (f (x1) > f (x2))] .

4. Funkcja f jest nierosn¡ca na zbiorze A ⊂ D, je»eli

∀x1,x2∈A [(x1 < x2)⇒ (f (x1)  f (x2))] .



�wiczenie. Korzystaj¡c z de�nicji, uzasadni¢, »e podane funkcje s¡ monotoniczne
na wskazanych zbiorach:
a) a(x) = x3, R; b) b(x) = 1

x , (0; +∞);
c) c(x) = x4 + x2 + 1, (−∞; 0]; d) d(x) = −4x + 5, R;
e) e(x) = 1

x2 , (−∞; 0); f) f (x) = 1
2x+1

, [1; +∞).



Ci¡gi liczbowe

Niech N = {1, 2, 3, . . . } - zbiór liczb naturalnych.

Ci¡g (niesko«czony) to funkcja odwzorowuj¡ca zbiór liczb naturalnych w zbiór
liczb rzeczywistych, tzn. funkcja postaci a : N→ R. Warto±ci takiej funkcji dla
kolejnych liczb naturalnych nazywa si¦ wyrazami ci¡gu i oznacza a1, a2, a3, . . . .

Ci¡gi mo»emy okre±la¢ :
1 przy pomocy wzorów ogólnych, np. an = 3−n

n2 , dn =
√
n + 7

2 rekurencyjnie:

an =

{
1, dla n = 1
2a2n−1 + 3, dla n > 1

ci¡g Fibbonaciego :

1 1 2 3 5 8 13 21 . . .

Jak go opisa¢ rekurencyjnie?

3 opisowo: (cn) oznacza n-t¡ cyfr¦ po przecinku rozwini¦cia dziesi¦tnego
liczby

√
3.



Przykªad wykresu ci¡gu an = n+1
n2



Monotoniczno±¢ ci¡gu

De�nicja

Ci¡g (an) nazywamy :

1 rosn¡cym, je±li ∀n ∈ N : an < an+1

2 niemalej¡cym, je±li ∀n ∈ N : an ¬ an+1

3 malej¡cym, je±li ∀n ∈ N : an > an+1

4 nierosn¡cym, je±li ∀n ∈ N : an  an+1

Ci¡gi nierosn¡ce lub niemalej¡ce nazywamy monotonicznymi.
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De�nicja

Ci¡g (an) nazywamy :

1 rosn¡cym, je±li ∀n ∈ N : an < an+1

2 niemalej¡cym, je±li ∀n ∈ N : an ¬ an+1
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Jak bada¢ monotoniczno±¢ ci¡gu? ((bn)-ci¡g o wyrazach dodatnich!)

Zadanie Zbada¢ monotoniczno±¢
poni»szych ci¡gów :
a) kn = n2 + 3n + 2, b) bn = 3n+5

5n−4 ,

c) an = n2

7n+4
, d) an = 2n

n2 ,

e) an = n2+1
n! , f) bn = 7n

n! ,
g) bn = 2 · 3n



3 funkcja "na" (suriekcja, surjekcja)

O funkcji mówimy, »e jest "na", je±li osi¡ga wszystkie warto±ci ze swojej
przeciwdziedziny.
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O funkcji mówimy, »e jest "na", je±li osi¡ga wszystkie warto±ci ze swojej
przeciwdziedziny.
Przykªady:

funkcja f (x) = x2 jest funkcj¡ dziaªaj¡c¡ ze zbioru R "na" zbiór R+ ∪ {0}
(f : R

na−→ R+ ∪ {0})
dla kontrastu mo»emy powiedzie¢, »e f (x) = x2 jest funkcj¡ dziaªaj¡c¡ ze
zbioru R w zbiór R (f : R → R)

Zadanie Zbada¢, czy podane funkcje f : X → Y s¡ "na":
a) f (x) = sin x , X = [0, 2π), Y = [−1, 1];
b) f (x) = sin x , X = (0, 2π), Y = [−1, 1];
c) f (x) = sin x , X = [π, 2π), Y = [−1, 1];
d) f (x) = x2, X = R, Y = (0,∞);
e) f (x) = 2x , X = R, Y = [0,∞);
f) f (x) = x + 1

x , X = (0,∞), Y = [2,∞)



4 bijekcja

De�nicja

Bijekcj¡ (funkcj¡ wzajemnie jednoznaczn¡) nazywamy funkcj¦, która jest
jednocze±nie ró»nowarto±ciowa i "na" :

"injekcja + surjekcja = bijekcja".

5 funkcja (nie)parzysta
Funkcja f jest parzysta, je±li speªnia równanie f (x) = f (−x).
Funkcja f jest nieparzysta, je±li speªnia równanie f (−x) = −f (x).
To, »e funkcja nie jest parzysta, nie oznacza, »e jest nieparzysta!!!
�wiczenie Wskaza¢, które z poni»szych funkcji s¡ parzyste, a które
nieparzyste :

a(x) = x4 − 3x2 + 1, b(x) =
2+ x2

x5
, c(x) = x |x |,

d(x) = | sin x |, e(x) = 2x + 2−x , f (x) = x3 + x2.
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6 funkcja okresowa

De�nicja

Funkcja f : X → R jest okresowa, je±li

∃T > 0 ∀x ∈ X (x ± T ∈ X ∧ f (x + T ) = f (x)).

Liczb¦ T nazywamy okresem funkcji.
Przykªady - wykresy funkcji trygonometrycznych.

7 dziedzina naturalna funkcji

De�nicja

Dziedzin¡ naturaln¡ funkcji f nazywamy najwi¦kszy podzbiór zbioru liczb
rzeczywistych, dla którego ta funkcja ma sens.

Jakie dziedziny naturalne maj¡ poni»sze funkcje?

g(x) = x7 − 3x2 + 1, h(x) = 3
√
x , i(x) =

x3 + 1
x2 + 5x + 6

, m(x) = sin
1
x

k(x) =
√

x2 + 9, l(x) = 4

√
−x2 + 2x − 8, j(x) =

√
x2 + 5x − 14.
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RÓWNANIA WIELOMIANOWE STOPNIA n  3

De�nicja

Wielomianem (funkcj¡ wielomianow¡) zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcj¦
postaci

W (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0,

gdzie ai ∈ R ∀i = {0, 1, . . . , n}, n ∈ N ∪ {0}.
Stopie« wielomianu, to najwy»sza pot¦ga, w której wyst¦puje zmienna w tym
wielomianie, np. stopie« wielomianu W (x) = ax4 + 27x2 − 12x wynosi 4, je±li
wspóªczynnik a 6= 0 albo 2 w przeciwnym przypadku.

Podstawowe sposoby rozwi¡zywania równa« wielomianowych stopnia  3:
1 wyª¡czenie wspólnego czynnika przed nawias
2 sprowadzenie do równania stopnia ni»szego
3 wykorzystanie wzorów skróconego mno»enia
4 grupowanie parami (trójkami,. . . )
5 twierdzenie o pierwiastku caªkowitym
6 twierdzenie o pierwiastku wymiernym
7 pomysªy, sztuczki
8 metody przybli»one
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1 wyª¡czenie wspólnego czynnika przed nawias
2 sprowadzenie do równania stopnia ni»szego
3 wykorzystanie wzorów skróconego mno»enia
4 grupowanie parami (trójkami,. . . )
5 twierdzenie o pierwiastku caªkowitym
6 twierdzenie o pierwiastku wymiernym
7 pomysªy, sztuczki
8 metody przybli»one



Zadanie 1. Rozwi¡za¢ poni»sze równania wielomianowe opieraj¡c si¦ na metodach
1-4 z poprzedniego slajdu:

1 9x3 − 3x2 + 18x = 0
2 x8 − 1 = 0
3 x4 − 3x3 + x − 3 = 0
4 3x3 − 2x2 − 3x + 2 = 0
5 7x3 + 21x = 0
6 x6 − 1 = 0
7 5x3 + 10x2 + 2x + 4 = 0
8 x3 + 2x2 − 9x − 18 = 0
9 x4 + 2x3 − 6x2 − 12x = 0
10 8x3 − 36x2 + 54x − 27 = 0
11 x5 + x4 + 3x3 + 3x2 − 4x − 4 = 0
12 x5 − 4x3 + x2 − 4 = 0
13 x10 − x6 = 0
14 x8 − 2x6 + x4 = 0



Je±li metody 1-4 zawodz¡, wtedy przechodzimy do metody nr 5, nast¦pnie
(ewentualnie) nr 6. Aby z nich korzysta¢, oprócz samych twierdze« (o pierwiastku
caªkowitym i wymiernym) nale»y umie¢ dzieli¢ wielomiany (w zasadzie wielomian
przez dwumian) i zna¢ twierdzenie Bezouta.

Dzielenie wielomianów

�wiczenie 1. Wykona¢ poni»sze dzielenia W (x)
P(x) oraz jako wniosek zapisa¢

wielomianu W (x) u»ywaj¡c dwumianu P(x):
1 W (x) = x3 + 4x2 + x − 6, P(x) = x + 2
2 W (x) = x4 − 3x3 + x2 − 4x + 5, P(x) = x − 1
3 W (x) = x3 − 5x2 + 6x + 1, P(x) = x − 3
4 W (x) = 2x5 − 3x3 − x2 − 80x − 156, P(x) = x − 3
5 W (x) = x4 − 5x3 + 3x + 1, P(x) = x − 1
6 W (x) = x4 − 3x3 + 3x2 − 4x + 3, P(x) = x − 1
7 W (x) = x5 − x4 − 7x3 + 8x2 + 5x − 2, P(x) = x − 2
8 W (x) = x5 + x + 2, P(x) = x + 1
9 W (x) = x10 − 4x6 + 2x2 + x + 3, P(x) = x + 1
10 W (x) = x12 − x7 − x5 + 1, P(x) = x − 1.



Je±li metody 1-4 zawodz¡, wtedy przechodzimy do metody nr 5, nast¦pnie
(ewentualnie) nr 6. Aby z nich korzysta¢, oprócz samych twierdze« (o pierwiastku
caªkowitym i wymiernym) nale»y umie¢ dzieli¢ wielomiany (w zasadzie wielomian
przez dwumian) i zna¢ twierdzenie Bezouta.

Dzielenie wielomianów

�wiczenie 1. Wykona¢ poni»sze dzielenia W (x)
P(x) oraz jako wniosek zapisa¢

wielomianu W (x) u»ywaj¡c dwumianu P(x):
1 W (x) = x3 + 4x2 + x − 6, P(x) = x + 2
2 W (x) = x4 − 3x3 + x2 − 4x + 5, P(x) = x − 1
3 W (x) = x3 − 5x2 + 6x + 1, P(x) = x − 3
4 W (x) = 2x5 − 3x3 − x2 − 80x − 156, P(x) = x − 3
5 W (x) = x4 − 5x3 + 3x + 1, P(x) = x − 1
6 W (x) = x4 − 3x3 + 3x2 − 4x + 3, P(x) = x − 1
7 W (x) = x5 − x4 − 7x3 + 8x2 + 5x − 2, P(x) = x − 2
8 W (x) = x5 + x + 2, P(x) = x + 1
9 W (x) = x10 − 4x6 + 2x2 + x + 3, P(x) = x + 1
10 W (x) = x12 − x7 − x5 + 1, P(x) = x − 1.



Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) (tzn. W (a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x − a.



Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) (tzn. W (a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x − a.



Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) (tzn. W (a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x − a.

Widzimy, »e twierdzenie Bezouta jest równowa»no±ci¡ : p ⇔ q, zatem zachodz¡
jednocze±nie twierdzenia p ⇒ q i q ⇒ p. W praktyce b¦dziemy wykorzystywa¢
pierwsze z nich, tzn. Je±li liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to ten
wielomian jest podzielny przez dwumian x − a. Je±li nie umiemy poradzi¢ sobie z
równaniem wielomianowym W (x) = 0 metodami 1-4, to schemat korzystania z
tw. Bezouta wydaje si¦ by¢ nast¦puj¡cy:



Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) (tzn. W (a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x − a.

Widzimy, »e twierdzenie Bezouta jest równowa»no±ci¡ : p ⇔ q, zatem zachodz¡
jednocze±nie twierdzenia p ⇒ q i q ⇒ p. W praktyce b¦dziemy wykorzystywa¢
pierwsze z nich, tzn. Je±li liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to ten
wielomian jest podzielny przez dwumian x − a. Je±li nie umiemy poradzi¢ sobie z
równaniem wielomianowym W (x) = 0 metodami 1-4, to schemat korzystania z
tw. Bezouta wydaje si¦ by¢ nast¦puj¡cy:

1 Zgadujemy jakie mo»e by¢ rozwi¡zanie tego równania, powiedzmy, »e jest to
liczba a.

2

3



Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) (tzn. W (a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x − a.

Widzimy, »e twierdzenie Bezouta jest równowa»no±ci¡ : p ⇔ q, zatem zachodz¡
jednocze±nie twierdzenia p ⇒ q i q ⇒ p. W praktyce b¦dziemy wykorzystywa¢
pierwsze z nich, tzn. Je±li liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to ten
wielomian jest podzielny przez dwumian x − a. Je±li nie umiemy poradzi¢ sobie z
równaniem wielomianowym W (x) = 0 metodami 1-4, to schemat korzystania z
tw. Bezouta wydaje si¦ by¢ nast¦puj¡cy:

1 Zgadujemy jakie mo»e by¢ rozwi¡zanie tego równania, powiedzmy, »e jest to
liczba a.

2 Dzielimy wielomian W (x) przez (x − a) (bo wiemy z tw. Bezouta, »e mo»na
to zrobi¢). W wyniku dostajemy wielomian P(x), którego stopie« jest o 1
ni»szy ni» stopie« wielomianu W (x). Mamy zatem W (x) = (x − a)P(x) = 0.

3



Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) (tzn. W (a) = 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x − a.

Widzimy, »e twierdzenie Bezouta jest równowa»no±ci¡ : p ⇔ q, zatem zachodz¡
jednocze±nie twierdzenia p ⇒ q i q ⇒ p. W praktyce b¦dziemy wykorzystywa¢
pierwsze z nich, tzn. Je±li liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to ten
wielomian jest podzielny przez dwumian x − a. Je±li nie umiemy poradzi¢ sobie z
równaniem wielomianowym W (x) = 0 metodami 1-4, to schemat korzystania z
tw. Bezouta wydaje si¦ by¢ nast¦puj¡cy:

1 Zgadujemy jakie mo»e by¢ rozwi¡zanie tego równania, powiedzmy, »e jest to
liczba a.

2 Dzielimy wielomian W (x) przez (x − a) (bo wiemy z tw. Bezouta, »e mo»na
to zrobi¢). W wyniku dostajemy wielomian P(x), którego stopie« jest o 1
ni»szy ni» stopie« wielomianu W (x). Mamy zatem W (x) = (x − a)P(x) = 0.

3 Szukamy rozwi¡za« równania P(x) = 0. Tu mog¡ ju» zadziaªa¢ metody
wcze±niejsze metody; je±li nie, to znowu zgadujemy rozwi¡zanie i korzystamy
z tw. Bezouta.



Najwi¦kszym problemem schematu z poprzedniego slajdu jest fakt zgadywania
rozwi¡za« równania, poniewa»:

1 jest niesko«czenie wiele mo»liwo±ci!; równanie mo»e mie¢ trudne do
zgadni¦cia rozwi¡zania, np. uªamki, "du»e" liczby naturalne, liczby
niewymierne

2 równanie mo»e nie mie¢ rozwi¡za« (ale to da si¦ czasami zauwa»y¢).



Najwi¦kszym problemem schematu z poprzedniego slajdu jest fakt zgadywania
rozwi¡za« równania, poniewa»:

1 jest niesko«czenie wiele mo»liwo±ci!; równanie mo»e mie¢ trudne do
zgadni¦cia rozwi¡zania, np. uªamki, "du»e" liczby naturalne, liczby
niewymierne

2 równanie mo»e nie mie¢ rozwi¡za« (ale to da si¦ czasami zauwa»y¢).

�wiczenie 2. Znale¹¢ rozwi¡zania poni»szych równa«:

x3 − 7x + 6 = 0

8x3 + x2 − 23x + 14 = 0

x3 + (
√
11− 5

√
3− 3

√
2)x2 + (15

√
6− 3

√
22− 5

√
33)x + 15

√
66 = 0

x6 + (3
√
66− 12

√
2)x4 + 5

√
3−
√
5− 3

√
2 = 0



Wielomiany o wspóªczynnikach caªkowitych - twierdzenia



Wielomiany o wspóªczynnikach caªkowitych - twierdzenia

Niech W (x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x + b0, bn 6= 0 b¦dzie wielomianem o
wspóªczynnikach caªkowitych. Wówczas:

Twierdzenie o pierwiastku caªkowitym

Je±li liczba a jest pierwiastkiem caªkowitym wielomianu W (x), to jest ona
dzielnikiem wyrazu wolnego b0.



Wielomiany o wspóªczynnikach caªkowitych - twierdzenia

Niech W (x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x + b0, bn 6= 0 b¦dzie wielomianem o
wspóªczynnikach caªkowitych. Wówczas:

Twierdzenie o pierwiastku caªkowitym

Je±li liczba a jest pierwiastkiem caªkowitym wielomianu W (x), to jest ona
dzielnikiem wyrazu wolnego b0.

Pami¦tamy : (p ⇒ q)⇒ (∼ q ⇒∼ p)?



Wielomiany o wspóªczynnikach caªkowitych - twierdzenia

Niech W (x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x + b0, bn 6= 0 b¦dzie wielomianem o
wspóªczynnikach caªkowitych. Wówczas:

Twierdzenie o pierwiastku caªkowitym

Je±li liczba a jest pierwiastkiem caªkowitym wielomianu W (x), to jest ona
dzielnikiem wyrazu wolnego b0.

Pami¦tamy : (p ⇒ q)⇒ (∼ q ⇒∼ p)?
�wiczenie 3. Czy liczba 3 mo»e by¢ rozwi¡zaniem poni»szych równa«?

1 x5 + 3x4 − 5x3 − 15x2 + 4x + 12 = 0
2 3x4 − 6x3 + 2x + 8 = 0
3

√
2x3 − x2 + 6 = 0

4 x3 − 13
4
x2 + 3

8
x + 9

8
= 0



Wielomiany o wspóªczynnikach caªkowitych - twierdzenia

Niech W (x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x + b0, bn 6= 0 b¦dzie wielomianem o
wspóªczynnikach caªkowitych. Wówczas:

Twierdzenie o pierwiastku caªkowitym

Je±li liczba a jest pierwiastkiem caªkowitym wielomianu W (x), to jest ona
dzielnikiem wyrazu wolnego b0.

Pami¦tamy : (p ⇒ q)⇒ (∼ q ⇒∼ p)?
�wiczenie 3. Czy liczba 3 mo»e by¢ rozwi¡zaniem poni»szych równa«?

1 x5 + 3x4 − 5x3 − 15x2 + 4x + 12 = 0
2 3x4 − 6x3 + 2x + 8 = 0
3

√
2x3 − x2 + 6 = 0

4 x3 − 13
4
x2 + 3

8
x + 9

8
= 0

�wiczenie 4. Podaj liczby caªkowite, które mog¡ by¢ rozwi¡zaniami poni»szych
równa«:

1 x2 − 5x + 6 = 0
2 x6 + 2x4 − 31x2 + 28 = 0
3 8x3 + x2 − 23x + 14 = 0



Niech W (x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x + b0, bn 6= 0 b¦dzie wielomianem o
wspóªczynnikach caªkowitych. Wówczas:

Twierdzenie o pierwiastku wymiernym

Je±li liczba wymierna p
q , gdzie

p
q jest uªamkiem nieskracalnym, jest pierwiastkiem

wielomianu W (x), to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego b0, za± q jest dzielnikiem
wspóªczynnika bn.



Niech W (x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x + b0, bn 6= 0 b¦dzie wielomianem o
wspóªczynnikach caªkowitych. Wówczas:

Twierdzenie o pierwiastku wymiernym

Je±li liczba wymierna p
q , gdzie

p
q jest uªamkiem nieskracalnym, jest pierwiastkiem

wielomianu W (x), to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego b0, za± q jest dzielnikiem
wspóªczynnika bn.



Niech W (x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x + b0, bn 6= 0 b¦dzie wielomianem o
wspóªczynnikach caªkowitych. Wówczas:

Twierdzenie o pierwiastku wymiernym

Je±li liczba wymierna p
q , gdzie

p
q jest uªamkiem nieskracalnym, jest pierwiastkiem

wielomianu W (x), to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego b0, za± q jest dzielnikiem
wspóªczynnika bn.

�wiczenie 5. Poda¢ liczby wymierne, które mog¡ by¢ pierwiastkami wielomianu
W (x) o wspóªczynnikach caªkowitych, gdy

1 W (x) = x6 + · · ·+ 3
2 W (x) = 4x21 + · · ·+ 1
3 W (x) = 12x1993 + · · ·+ 5
4 W (x) = 10x7 + · · ·+ 15



Zadanie 2. Znale¹¢ rozwi¡zania poni»szych równa«:
1 x3 − 5x + 2 = 0
2 x3 + 3x2 − 4 = 0
3 x3 − 4x2 + 9 = 0
4 3x3 + x2 + x − 2 = 0
5 x3 − 2x2 − 5x + 6 = 0
6 3x3 + 8x2 + 3x = 2
7 2x7 − x4 − x = 0
8 6x4 + x3 − 20x2 − 3x + 6 = 0
9 x4 − x3 − 13x2 + 32x − 20 = 0
10 36x4 − 108x3 + 107x2 − 43x + 6 = 0
11 3x4 − 4x3 − 14x2 − 4x + 3 = 0
12 8x4 + 14x3 − 69x2 + 14x + 8 = 0
13 (∗) x4 + 2x3 − x2 + 2x + 1 = 0
14 (∗) ax4 + bx3 + cx2 + bx + a = 0, a 6= 0
15 (∗) (x − 3)x(x + 1)(x + 4) = −36 - spróbowa¢ rozwi¡za¢ sprytnie.



Zadanie 3. Znale¹¢ rozwi¡zania poni»szych nierówno±ci:
1 (x − 3)(x + 7)2(2x − 13)7 ¬ 0
2 x(3x + 2)(x − 1)22(x2 − 6x + 15) > 0
3 x13(8− x)3(x + 2)6(x − 15) > 0
4 (x2 − 7x + 6)(x2 − 3x + 2) < 0
5 (x2 − 16)(x2 − 5x + 4)(x3 − 1)  0
6 (x2 + 4)(x2 − 6x + 5)(x2 + 6x + 5) < 0
7 x4(x4 − 10x2 + 9)(x4 − 1)(81− x4)(1− x3) > 0
8 x5(x4 − 8x2 − 9)(4− x2) ¬ 0
9 x3 − 21x − 10 < 0
10 x3 − x2 − 37x − 35 > 0
11 x4 + 2x3 − x − 2 < 0
12 x10 − x8 − 8x7 + 8x5 > 0
13 x4 − 5x3 + 7x2 + 20x − 44 < 0.



Wielomiany - zadania z parametrem (dla ch¦tnych)

1 Dla jakich warto±ci parametru k wielomian W (x) = x3 + k2x2 − 4kx − 5 jest
podzielny przez dwumian x − 2?

2 Uzasadnij, »e dla ka»dej pary liczb rzeczywistych a, b dwumian x + (a+ b)
jest dzielnikiem wielomianu W (x) = x3 + a3 + b3 + 3ab(a+ b).

3 Pierwiastkami równania

2x3 +mx2 − 13x + n = 0

s¡ liczby 2 i 3. Obliczy¢ m i n oraz trzeci pierwiastek równania.
4 Dla jakich warto±ci a, b liczba 2 jest dwukrotnym miejscem zerowym

wielomianu W (x) = x4 + (a− 2)x3 + bx2 + (a+ b)x + 4?
5 Liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu

W (x) = x4 − 3x3 + ax2 + bx − 18. Znajd¹ pozostaªe pierwiastki tego
wielomianu.

6 Dla jakich warto±ci a, b, c liczba 1 jest trzykrotnym rozwi¡zaniem równania
x4 + ax3 + bx2 + cx − 1 = 0?



Funkcja wymierna

1) Okre±li¢ dziedzin¦ i sprowadzi¢ do najprostszej postaci poni»sze wyra»enia:

a) x2−7x+12
x2−4x+3

b) x2−5x+4
x2−1 · x

2+5x+4
x2−16

c) (x3+8)(x+1)
x2+3x+2

.
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x2−4x+3

b) x2−5x+4
x2−1 · x

2+5x+4
x2−16

c) (x3+8)(x+1)
x2+3x+2

.

2) Wyznaczy¢ dziedzin¦ poni»szych funkcji:
a) f (x) = x−2

x3−7x−6
b) f (x) = x

2x3+x2+x−1

c) f (x) = x4+2
x4−16 .
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a) f (x) = x−2

x3−7x−6
b) f (x) = x

2x3+x2+x−1

c) f (x) = x4+2
x4−16 .

3) Wyznaczy¢ te warto±ci parametru k , dla których dziedzin¡ funkcji f (x) jest
zbiór liczb rzeczywistych:
a) f (x) = 1

x2+2x+k

b) f (x) = x2−4
kx2+kx+1

.



Funkcja wymierna

1) Okre±li¢ dziedzin¦ i sprowadzi¢ do najprostszej postaci poni»sze wyra»enia:
a) x2−7x+12

x2−4x+3

b) x2−5x+4
x2−1 · x

2+5x+4
x2−16

c) (x3+8)(x+1)
x2+3x+2

.

2) Wyznaczy¢ dziedzin¦ poni»szych funkcji:
a) f (x) = x−2

x3−7x−6
b) f (x) = x

2x3+x2+x−1

c) f (x) = x4+2
x4−16 .

3) Wyznaczy¢ te warto±ci parametru k , dla których dziedzin¡ funkcji f (x) jest
zbiór liczb rzeczywistych:
a) f (x) = 1

x2+2x+k

b) f (x) = x2−4
kx2+kx+1

.

4) Rozwi¡za¢ poni»sze równania:
a) x3−x2−3x−9

x3−2x2−3x = 0

b) 12

1−9x2 = 1−3x
1+3x

+ 1+3x
3x−1

c) 30

x2−1 −
13

x2+x+1
= 7+18x

x3−1

d) x+3
x+2
− x−3

x−2 = x2

x2−4 + 1

e) 1

x3−x2+x−1 −
4

x+1
= x2+10x

x4−1 −
4x2+21

x3+x2+x+1
.



5) Wyznaczy¢ te warto±ci parametru m, dla których równanie

a) x2+mx+4
x−4x+5 = 0

b) mx2+6x+3
x2−4x+5 = 0

c) x2+8x+m
x+3

= 0.

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie.
6) Rozwi¡za¢ poni»sze nierówno±ci:

a) x2+2x−3
x2+1

< 0

b) x2+4x+4
2x2−x−1 > 0

c) 1+x3

x2−4 < 0

d) x2+2
x+1
< 2

e) x−1
x+1
< x

f) 13

x−3 −
3

x+1
< −4

g) 4−x
x−5 >

1

1−x

h) x
x2−5x+6 <

1

x−2

i) x2+x−4
2x−5 < 1.

7) Znale¹¢ takie warto±ci parametru m, aby zbiorem rozwi¡za« nierówno±ci

a) x2+2x+m
x2+3x+5

> 0

b) x2+3x+5
px2+2x+p

< 0.

byª zbiór liczb rzeczywistych.



Rozkªad funkcji wymiernych za pomoc¡ uªamków prostych

Co nazywamy uªamkami prostymi?

Wyró»niamy dwa typy uªamków prostych:
1 Uªamki proste pierwszego rodzaju to wyra»enia postaci

m

(kx + l)n
, gdzie k 6= 0, l ,m ∈ R, n ∈ N

2 Uªamki proste drugiego rodzaju to wyra»enia postaci

rx + s

(ax2 + bx + c)n
, gdzie a 6= 0, b, c , r , s ∈ R, n ∈ N, oraz b2 − 4ac < 0.

Wªasno±¢

Ka»da funkcja wymierna daje si¦ przedstawi¢ jako suma wielomianu i uªamków
prostych.
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Algorytm rozkªadu funkcji wymiernej za pomoc¡ uªamków prostych

Niech dana b¦dzie funkcja wymierna postaci W (x)
Z(x) . Wtedy:

1 Je±li degW (x)  degZ (x), to dzielimy W (x) przez Z (x). Dzi¦ki temu
mo»emy przedstawi¢ wielomian W (x) jako sum¦ pewnego wielomianu oraz
funkcji wymiernej Y (x)

Z(x) , gdzie degY (x) < degZ (x). Funkcj¦ wymiern¡ Y (x)
Z(x)

rozkªadamy zgodnie z podpunktem drugim.
2 Je»eli degW (x) < degZ (x), to:

Przedstawiamy Z(x) jako iloczyn czynników nierozkªadalnych (czynniki liniowe
lub drugiego stopnia z ∆ < 0).

Przewidujemy posta¢ rozkªadu W (x)
Z(x)

na uªamki proste, których ksztaªt zale»y

od czynników w mianowniku. Dla ka»dego czynnika postaci (kx + l)n

przewidujemy uªamki proste postaci M1

(kx+l)1
, . . . , Mn

(kx+l)n
, gdzie Mi to pewne,

szukane, staªe. Dla czynników postaci (ax2 + bx + xc)n, ∆ < 0 przewidujemy
uªamki proste postaci R1x+S1

(ax2+bx+c)1
, . . . , Rnx+Sn

(ax2+bx+c)n
, gdzie Ri , Si to pewne,

szukane, staªe.

3 Znajdujemy wszystkie nieznane staªe przez rozwi¡zanie stosownych ukªadów
równa«.
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Zadanie. Rozªo»y¢ poni»sze funkcje wymierne na uªamki proste:
1 f (x) = 5

x2−x−2

2 f (x) = 6x2−x+1
x3−x

3 f (x) = x+1
x(x−1)3

4 f (x) = 3x
x4−5x2−36

5 f (x) = 5x2−4x+16
(x−3)(x2−x+1)2

6 f (x) = x2−2x−1
(x−1)2(x2+1)

7 f (x) = 2x−5
x3+3x2−10x−24

8 f (x) = x5+1
x5−2x4−16x+32

9 f (x) = x5+1
x5+x4−x−1

10 f (x) = x6+2x−3
x5+2x3+x



PRZYK�ADOWE KOLOKWIUM NR 1

1 Zbada¢ monotoniczno±¢ ci¡gu an = n!
12n
.

2 Znale¹¢ rozwi¡zania równania

x3 − 168x − 13 = 0.

3 Rozwi¡za¢ poni»sze nierówno±ci:

x5 + 2x4 − 5x3 − 10x2 + 4x + 8 ¬ 0,

3
x + 1

¬ 6
x2 − 1

.

4 Funkcj¦ wymiern¡

f (x) =
4x5 + x3 − x2

x3 − 3x2 + x − 3

rozªo»y¢ na sum¦ wielomianu i uªamków prostych. Nie liczy¢ wspóªczynników.



Funkcja pot¦gowa

De�nicja

Funkcj¡ pot¦gow¡ nazywamy funkcj¦ postaci f (x) = xm, m ∈ R.

Dziaªania na pot¦gach

ax · ay = ax+y , ax : ay = ax−y

ax · bx = (a · b)x , ax : bx = ( ab )
x

(ax)y = axy , a0 = 1, dla a 6= 0,
a−n = 1

an , a
x
y = y
√
ax .

Cz¦sto przy dziaªaniach na pot¦gach (pierwiastkach) korzystamy z nast¦puj¡cych
przeksztaªce«:

zamiana podstawy na ni»sz¡ : 97 = (32)7 = 314

zamiana podstawy na wy»sz¡ : 212 = (23)4 = 84

zamiana kolejno±ci pot¦gowania i pierwiastkowania :
81

3

4 =
4
√
813 = ( 4

√
81)3 = 33 = 27

wyª¡czanie przed nawias : 3 · 420 − 2 · 419 = 419 · (3 · 4− 2) = 10 · 419.
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Zadania

1 Obliczy¢:
34 · 98
(42)8

810

(315+313)·29
(314+312)·1024

1
−1+2−2

( 2
3
)−2+(−4)−1·5+(0,5)2

64
1

3 , 27−
5

3 , 9−1,5

( 25
49

)−
1

2 · ( 2
7

)−1

(9−
2

3 )
3

4 − (25
5

2 )−
1

10 + [( 3
4

)−1 · ( 2
9

)
6

7 ]0 : 36−
1

2 + 1√
5

[9−
1

4 + (3
√
3)−

4

3 ] · [9−
1

4 − (3
√
3)−

4

3 ]

[(4 + 7
1

2 )
1

2 + (4− 7
1

2 )
1

2 ]2

2
1

3 · 4
1

3 , 12
1

2 · 3
1

2

2 Wykona¢ poni»sze dziaªania:
(x3)2·(x5)3

(x2)4

( 5x
3

6y2
)3, 27a5

20b3
: 9a4

12b4

( a−6d−4

b−3c4 )−2 · ( a4b−2

c−2d−3 )−3

(x2 − y2)(x−2 + y−2), (x−2 + y−3)(x−2 − y−3)

(
√
2x

3

2 −
√
8y

1

2 )2.
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3 Rozwi¡za¢ poni»sze równania i nierówno±ci:

x − 5x
1

2 + 4 = 0
x − 7x

1

2 + 6 = 0
x − 3(x − 1)

1

2 + 1 = 0

x + (x + 3)
1

2 − 3 = 0

(x − 2)
1

2 + 4(x − 2)
1

4 − 5 = 0

x2 > x−1, x−3 ¬ x−2, x
1

4 < x
1

2 .



Funkcja wykªadnicza

De�nicja

Funkcj¡ wykªadnicz¡ nazywamy funkcj¦ f (x) = ax , gdzie x ∈ R, za± a > 0 jest
ustalon¡ liczb¡.

1 W wyniku jakich przeksztaªce« wykresu funkcji g(x) = 2x , otrzymamy wykres
funkcji f (x)? Poda¢ dziedzin¦, zbiór warto±ci i przedziaªy monotoniczno±ci
funkcji f (x).
a) f (x) = 2x + 2, b) f (x) = −2x , c) f (x) = 2−x , d) f (x) = |2x − 2|,
e) f (x) = 2|x|.

2 Wykres funkcji f (x) =
(
1
3

)x
przeksztaªci¢ przez symetri¦ wzgl¦dem :

osi OX,
osi OY,
pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych.

Poda¢ wzory otrzymanych funkcji.
3 Niech prawdziwe b¦d¡ nast¦puj¡ce równo±ci :

a) 10x = 7, b)
(
5
6

)x
= 3

4
, c)

(
2
3

)x
= 2, 5, d)

(
7
4

)x
= 0, 6, e) (0, 2)x = 1

4
,

f)
(
2 1
3

)x
= 0, 2, g) 10x = 0, 15, h)

(
2
3

)x
= 3

4
.

W ka»dym przypadku znale¹¢ warto±¢ sgnx .



5 Rozwi¡za¢ równania :
a) 35x−8 = 9x−3, b) 7x−4 = (

√
7)2−3x , c) 5x

2+2 = 53x , d) 25x
2

= 1254x−6,

e)
(
3
4

)x−1 · ( 4
3

) 1
x = 9

16
, f)

(
3
7

)3x−7
=
(
7
3

)7x−2
, g) 0, 125 · 42x−3 =

(√
2
8

)−x
,

h) 0, 5x
2 · 22x+2 = 1

64
, i) 6x−5 · 36x+3 = 36, j) 2x−4 · 83−2x = 43x−3,

k) (0, 25)2−x = 256
2x+3

, l) 83x−5 = 0, 125 ·
(√

2
4

)6−5x
, m)

(
1
8

√
2
)x

= 8 ·43−2x .
6 Rozwi¡za¢ równania :

a) 3x+2 − 3x = 72, b) 2x+3 − 2x = 112, c) 2x − 2x−4 = 15,
d) 7 ·5x −5x+2+450 = 0, e) 2 ·16x −24x −42x−2 = 15, f) 75x −75x−1 = 6,
g) 35x−4 + 35x = 82, h) 4x+1 + 4x = 320, i) 2 · 3x+1 − 4 · 3x−2 = 450.

7 Rozwi¡za¢ równania :



8 Rozwi¡za¢ równania :
a) 11x−7 = 177−x , b) 8x−3 = 9x−3, c) 152x+4 = 33x · 54x−4.

9 Rozwi¡za¢ równania :

a) 64
x
2 · 3x = 576, b)

(
16
9

)x2+2x
=
(
3
4

)x−3
,

c) 4x − 3x−
1

2 = 3x+
1

2 − 22x−1, d) 3x − 18 · 3−x = 7,
e) 3 · 4x − 5 · 6x + 2 · 9x = 0, f) 3x + 4x = 25,
g) 4x+1 − 6x = 2 · 9x+1, h) 2 · 14x + 3 · 49x = 22x .

10 Wyznaczy¢ te warto±ci parametru k , dla których funkcja f (x) = 2x
2+kx+k nie

przyjmuje warto±ci mniejszych od 1.
11 Zbada¢ liczb¦ rozwi¡za« równania 3−x

2+ax+ 1

2
a = (

√
27)a+2 w zale»no±ci od

warto±ci parametru a.

12 Rozwi¡za¢ równanie

2x+
√
x2−4 − 5 ·

√
2
x−2+

√
x2−4

− 6 = 0.



Funkcja logarytmiczna

f(x) = log
a
x a > 0, a 6= 1, x > 0

Oto lista wybranych wzorów dotycz¡cych logarytmów:
aloga b = b
loga(bc) = loga b + loga c
loga

b
c = loga b − loga c

loga b
α = α · loga b, α ∈ R

loga b = 1
logb a

, b 6= 1

loga b = logc b
logc a

, c 6= 1

alogb c = c logb a, b 6= 1
loga c
logab c

= 1+ loga b, ab 6= 1, c 6= 1



1 Obliczy¢:
a) log2 8; b) log6

√
6; c) log3 1;

d) log5 0, 2; e) log 2+ log 50; f) log3 18− log3 2;
g) log 2

3

2, 25 h) log5 5
√
5 i) log√2

4

8;

j) log 1

9

3 3
√
3; k) 49log7 2; l) 16log2 3;

m) 2log2 5; n) 27log3 2; o) log
6
125

log
6
5
;

p) log
4
5

log
2
5
; q) (

√
8)

2

3
+log

4
81; r)log2(log3

√
5)− log2(log3 5).

2 Znale¹¢ liczb¦ x , je»eli:
a) log 1

2

x = −3; b) log0,1 x = −1; c) logx
1
81

= 4;
d) log2 x = 5; e) log9 x = 1

2
; f) logx 4 = −2;

g) log√2 x = 4; h) log16 x = − 1
4
; i) logx

1
8
= 3

2
;

j) log3 x = −3; k) log 1

2

x = −2; l) logx 64 = 3;
m) logx 8 = 1

2
; n) logx 0, 125 = −2; o) logx 625 = 3

4
.

3 Obliczy¢:
a) 2log2 32; b) 3log3 5;
c) 4log4 3; d) 102+2 log 7;
e) 49log7 2; f) 16log2 3;
g) 23−log2 3; h) 81−log2 3.



4 Wyznaczy¢ dziedziny funkcji:
a) f (x) = logx(3− x); b) f (x) = log(x2 − 5x + 6);
c) f (x) = log(x2 + 3x + 4); d) f (x) = log x+3

2−x ;

e) f (x) = log2
x2−9
|x|−3 ; f) f (x) = log4 |x |;

g) f (x) =
√
log2(2x − 1)− log2(5− 3x).

5 Korzystaj¡c z de�nicji logarytmu rozwi¡za¢ równania:
a) log4[log3(log2 x)] = 0; b) log4[log3(log2 x)] =

1
2
;

c) log7[log4(log
2
3(x − 7))] = 0; d) logx−2 9 = 2;

e) logx−2(x
3 − 14) = 3; f) log3−x 2(x

2 + 2x − 1) = 2.
6 Rozwi¡za¢ równania:

a) log(3x + 4) + log(x + 8) = 2; b) log(3x − 91)− log(30− x) = 1;
c) 3log x = 1

27
.

7 Rozwi¡za¢ równania:
a) 2 log x

log(5x−4) = 1; b) log 2x
log(4x−15) = 2;

c) log x
log(x+1) = −1; d) log2 |x3 + 2x2 − 4x − 4| = 2;

e) 2 log x + log(6− x2) = 0; f) log |2x − 3| − log |3x − 2| = 1;
g) log4(x + 3)− log4(x − 1) = 2−
log4 8;

h) log(x − 5)− log 2 = 1
2
log(3x −

20).



8 Rozwi¡za¢ równania:
a) 1

5−4 log x + 4
1+log x = 3; b) log23 x − log3 x

3 + 2 = 0;

c) x log x = 100x ; d) 4− log x = 3
√
log x ;

e) log16 x + log4 x + log2 x = 7; f) x log x + 10x− log x = 11;
g) log(2x − 4x)− log(−8) = log

(
2x−1 − 1

4

)
; h) log2 x + logx 2 = 10

3

9 Rozwi¡za¢ nierówno±ci:
a) log2(x + 1) > 3; b) log 1

2

(2x − 5) < −4; c) log3(x
2 + 2) > 3;

d) log 1

4

|x−3| < −2; e) logx 4 < 2; f) logx
2x−1
x−1 > 1.

10 Rozwi¡za¢ nierówno±ci:
a) log 1

3

[log4(x
2 − 5)] > 0; b) logx(x

2 − 3)− logx(x − 1) > 1;

c) 2(log 1

2

x)2 − 9 log 1

2

x + 4 > 0; d) log(35−x3)
log(5−x) > 3;

e) 1
log x + 1

1−log x > 1; f) |3 log x − 1| < 2;
g) log2x−3 x > 1; h) log2x−3(3x

2 − 7x + 3) < 2.



Trygonometria

Funkcje trygonometryczne k¡ta ostrego w trójk¡cie prostok¡tnym

sinusem k¡ta nazywamy stosunek dªugo±ci przyprostok¡tnej le»¡cej naprzeciw
tego k¡ta do dªugo±ci przeciwprostok¡tnej (sinα)
cosinusem k¡ta nazywamy stosunek dªugo±ci przyprostok¡tnej le»¡cej przy
tym k¡cie do dªugo±ci przeciwprostok¡tnej (cosα)
tangensem k¡ta nazywamy stosunek dªugo±ci przyprostok¡tnej le»¡cej
naprzeciw tego k¡ta do dªugo±ci drugiej przyprostok¡tnej (tgα)
cotangensem k¡ta nazywamy stosunek dªugo±ci przyprostok¡tnej le»¡cej przy
tym k¡cie do dªugo±ci drugiej przyprostok¡tnej (ctgα).

przykªadowo :

sinα = a
c

tg β = b
a

cosα = b
c

ctg β = a
b



De�nicja

Miara ªukowa k¡ta to stosunek dªugo±ci ªuku okr¦gu opartego na tym k¡cie do
dªugo±ci promienia tego okr¦gu.



De�nicja

Miara ªukowa k¡ta to stosunek dªugo±ci ªuku okr¦gu opartego na tym k¡cie do
dªugo±ci promienia tego okr¦gu.

K¡t, którego miara ªukowa wynosi 1 nazywamy radianem i oznaczamy skrótowo
rad . Cz¦sto pomija si¦ wyra»enie ”rad”, podaj¡c jedynie warto±¢ liczbow¡ miary
ªukowej, np. mówimy, »e miara ªukowa k¡ta póªpeªnego wynosi π.



Wykresy funkcji trygonometrycznych dowolnego k¡ta



y = tg x

y = ctg x



(Nie)parzysto±¢ funkcji, okresowo±¢ funkcji trygonometrycznych:

sin(−α) = − sinα

cos(−α) = cosα

tg(−α) = − tgα

ctg(−α) = − ctgα

sin(α+ 2kπ) = sinα

cos(α+ 2kπ) = cosα

tg(α+ kπ) = tgα

ctg(α+ kπ) = ctgα.



(Nie)parzysto±¢ funkcji, okresowo±¢ funkcji trygonometrycznych:

sin(−α) = − sinα

cos(−α) = cosα

tg(−α) = − tgα

ctg(−α) = − ctgα

sin(α+ 2kπ) = sinα

cos(α+ 2kπ) = cosα

tg(α+ kπ) = tgα

ctg(α+ kπ) = ctgα.

Podstawowe wzory trygonometryczne:

sin2 α+ cos2 α = 1

tgα = sinα
cosα

ctgα = cosα
sinα

tgα · ctgα = 1

sin 2α = 2 sinα · cosα
cos 2α = cos2 α− sin2 α.



(Nie)parzysto±¢ funkcji, okresowo±¢ funkcji trygonometrycznych:

sin(−α) = − sinα

cos(−α) = cosα

tg(−α) = − tgα

ctg(−α) = − ctgα

sin(α+ 2kπ) = sinα

cos(α+ 2kπ) = cosα

tg(α+ kπ) = tgα

ctg(α+ kπ) = ctgα.

Podstawowe wzory trygonometryczne:

sin2 α+ cos2 α = 1

tgα = sinα
cosα

ctgα = cosα
sinα

tgα · ctgα = 1

sin 2α = 2 sinα · cosα
cos 2α = cos2 α− sin2 α.

Zadanie 1. Korzystaj¡c z powy»szych wzorów wyprowadzi¢ zale»no±¢:
cos 2α = 1−tg2 α

1+tg2 α . Nast¦pnie, korzystaj¡c z jedynki trygonometrycznej, otrzyma¢
analogiczny wzór dla sin 2α.



Warto±ci funkcji tryg. dla π
6
, π
4
, π
3
:



Warto±ci funkcji tryg. dla π
6
, π
4
, π
3
: Znaki funkcji trygonometrycznych:



Warto±ci funkcji tryg. dla π
6
, π
4
, π
3
:

Znaki funkcji trygonometrycznych:

Wzory redukcyjne :
Niech α ∈ (0, π

2
). Wtedy :

sin(π
2
∓ α) = cosα

cos(π
2
∓ α) = ± sinα

tg(π
2
∓ α) = ± ctgα

ctg(π
2
∓ α) = ± tgα

sin(π ∓ α) = ± sinα

cos(π ∓ α) = − cosα

tg(π ∓ α) = ∓ tgα

ctg(π ∓ α) = ∓ ctgα

sin( 3π
2
∓ α) = − cosα

cos( 3π
2
∓ α) = ∓ sinα

tg( 3π
2
∓ α) = ± ctgα

ctg( 3π
2
∓ α) = ± tgα.



Zadanie 2. Obliczy¢ warto±ci pozostaªych funkcji trygonometrycznych k¡ta α
wiedz¡c, »e
a) sinα = 0, 6, α ∈ I , b) cosα = 1

7
, α ∈ IV , c) tgα = 2, α ∈ III .



Zadanie 2. Obliczy¢ warto±ci pozostaªych funkcji trygonometrycznych k¡ta α
wiedz¡c, »e
a) sinα = 0, 6, α ∈ I , b) cosα = 1

7
, α ∈ IV , c) tgα = 2, α ∈ III .

Zadanie 3. Obliczy¢
a) cos 2x wiedz¡c, »e cos x = 1

4
, b) sin 2x wiedz¡c, »e sin x = 24

25
i x ∈ II .



Zadanie 2. Obliczy¢ warto±ci pozostaªych funkcji trygonometrycznych k¡ta α
wiedz¡c, »e
a) sinα = 0, 6, α ∈ I , b) cosα = 1

7
, α ∈ IV , c) tgα = 2, α ∈ III .

Zadanie 3. Obliczy¢
a) cos 2x wiedz¡c, »e cos x = 1

4
, b) sin 2x wiedz¡c, »e sin x = 24

25
i x ∈ II .

Zadanie 4. Zbada¢, czy istnieje k¡t α speªniaj¡cy równanie
a) 2 sin2 α− 1 = 1, b) sinα+ 3 cosα = 5, c) tgα+ 1 = 103, d) tgα+ ctgα = 0,
e) sin4 α+ cos4 α+ 2 sin2 α cos2 α = 1

2
, e) tgα = 3

4
i sinα = 3

5
.



Zadanie 2. Obliczy¢ warto±ci pozostaªych funkcji trygonometrycznych k¡ta α
wiedz¡c, »e
a) sinα = 0, 6, α ∈ I , b) cosα = 1

7
, α ∈ IV , c) tgα = 2, α ∈ III .

Zadanie 3. Obliczy¢
a) cos 2x wiedz¡c, »e cos x = 1

4
, b) sin 2x wiedz¡c, »e sin x = 24

25
i x ∈ II .

Zadanie 4. Zbada¢, czy istnieje k¡t α speªniaj¡cy równanie
a) 2 sin2 α− 1 = 1, b) sinα+ 3 cosα = 5, c) tgα+ 1 = 103, d) tgα+ ctgα = 0,
e) sin4 α+ cos4 α+ 2 sin2 α cos2 α = 1

2
, e) tgα = 3

4
i sinα = 3

5
.

Zadanie 5. Sprawdzi¢, czy podane równo±ci s¡ to»samo±ciami
a) (sin x + cos x)2 + (sin x − cos x)2 = 2, b) (1+ tg2 x) · cos2 x = 1,
c) cos2 x−1

sin2 x−1 = tg2 x , d) tg x
tg x+ctg x = sin2 x , e) sin x

1+cos x + 1+cos x
sin x = 2

sin x ,

f) 1− sin 2x = (sin x − cos x)2, g) 1
cos x+sin x + 1

cos x−sin x = 2 cos x
cos 2x ,

h) ctg x + tg x = 2
sin 2x .



Zadanie 2. Obliczy¢ warto±ci pozostaªych funkcji trygonometrycznych k¡ta α
wiedz¡c, »e
a) sinα = 0, 6, α ∈ I , b) cosα = 1

7
, α ∈ IV , c) tgα = 2, α ∈ III .

Zadanie 3. Obliczy¢
a) cos 2x wiedz¡c, »e cos x = 1

4
, b) sin 2x wiedz¡c, »e sin x = 24

25
i x ∈ II .

Zadanie 4. Zbada¢, czy istnieje k¡t α speªniaj¡cy równanie
a) 2 sin2 α− 1 = 1, b) sinα+ 3 cosα = 5, c) tgα+ 1 = 103, d) tgα+ ctgα = 0,
e) sin4 α+ cos4 α+ 2 sin2 α cos2 α = 1

2
, e) tgα = 3

4
i sinα = 3

5
.

Zadanie 5. Sprawdzi¢, czy podane równo±ci s¡ to»samo±ciami
a) (sin x + cos x)2 + (sin x − cos x)2 = 2, b) (1+ tg2 x) · cos2 x = 1,
c) cos2 x−1

sin2 x−1 = tg2 x , d) tg x
tg x+ctg x = sin2 x , e) sin x

1+cos x + 1+cos x
sin x = 2

sin x ,

f) 1− sin 2x = (sin x − cos x)2, g) 1
cos x+sin x + 1

cos x−sin x = 2 cos x
cos 2x ,

h) ctg x + tg x = 2
sin 2x .

Zadanie 6. Obliczy¢:
cos 720◦, sin 150◦, tg 135◦, ctg 330◦, cos 240◦, sin(−120◦), tg 10◦ · tg 80◦,



Zadanie 2. Obliczy¢ warto±ci pozostaªych funkcji trygonometrycznych k¡ta α
wiedz¡c, »e
a) sinα = 0, 6, α ∈ I , b) cosα = 1

7
, α ∈ IV , c) tgα = 2, α ∈ III .

Zadanie 3. Obliczy¢
a) cos 2x wiedz¡c, »e cos x = 1

4
, b) sin 2x wiedz¡c, »e sin x = 24

25
i x ∈ II .

Zadanie 4. Zbada¢, czy istnieje k¡t α speªniaj¡cy równanie
a) 2 sin2 α− 1 = 1, b) sinα+ 3 cosα = 5, c) tgα+ 1 = 103, d) tgα+ ctgα = 0,
e) sin4 α+ cos4 α+ 2 sin2 α cos2 α = 1

2
, e) tgα = 3

4
i sinα = 3

5
.

Zadanie 5. Sprawdzi¢, czy podane równo±ci s¡ to»samo±ciami
a) (sin x + cos x)2 + (sin x − cos x)2 = 2, b) (1+ tg2 x) · cos2 x = 1,
c) cos2 x−1

sin2 x−1 = tg2 x , d) tg x
tg x+ctg x = sin2 x , e) sin x

1+cos x + 1+cos x
sin x = 2

sin x ,

f) 1− sin 2x = (sin x − cos x)2, g) 1
cos x+sin x + 1

cos x−sin x = 2 cos x
cos 2x ,

h) ctg x + tg x = 2
sin 2x .

Zadanie 6. Obliczy¢:
cos 720◦, sin 150◦, tg 135◦, ctg 330◦, cos 240◦, sin(−120◦), tg 10◦ · tg 80◦,

Zadanie 7. Policzy¢ sin 22, 5◦.



Lista wybranych, u»ytecznych wzorów, z których b¦dziecie cz¦sto
korzysta¢:

sin(α± β) = sinα · cosβ ± cosα · sinβ
cos(α± β) = cosα · cosβ ∓ sinα · sinβ
tg(α± β) = tgα±tg β

1∓tgα·tg β

ctg(α± β) = ctgα·ctg β∓1
ctg β±ctgα

sinα± sinβ = 2 sin α±β
2
· cos α∓β

2

cosα+ cosβ = 2 cos α+β
2
· cos α−β

2

cosα− cosβ = −2 sin α+β
2
· sin α−β

2

tgα± tg β = sin(α±β)
cosα cos β

cosα · cosβ = cos(α−β)+cos(α+β)
2

sinα · sinβ = cos(α−β)−cos(α+β)
2

sinα · cosβ = sin(α−β)+sin(α+β)
2

sin2 α = 1−cos(2α)
2

cos2 α = 1+cos(2α)
2



Lista wybranych, u»ytecznych wzorów, z których b¦dziecie cz¦sto
korzysta¢:

sin(α± β) = sinα · cosβ ± cosα · sinβ
cos(α± β) = cosα · cosβ ∓ sinα · sinβ
tg(α± β) = tgα±tg β

1∓tgα·tg β

ctg(α± β) = ctgα·ctg β∓1
ctg β±ctgα

sinα± sinβ = 2 sin α±β
2
· cos α∓β

2

cosα+ cosβ = 2 cos α+β
2
· cos α−β

2

cosα− cosβ = −2 sin α+β
2
· sin α−β

2

tgα± tg β = sin(α±β)
cosα cos β

cosα · cosβ = cos(α−β)+cos(α+β)
2

sinα · sinβ = cos(α−β)−cos(α+β)
2

sinα · cosβ = sin(α−β)+sin(α+β)
2

sin2 α = 1−cos(2α)
2

cos2 α = 1+cos(2α)
2

Zadanie 8. Obliczy¢: sin 15◦, cos 105◦, tg 105◦.



Lista wybranych, u»ytecznych wzorów, z których b¦dziecie cz¦sto
korzysta¢:

sin(α± β) = sinα · cosβ ± cosα · sinβ
cos(α± β) = cosα · cosβ ∓ sinα · sinβ
tg(α± β) = tgα±tg β

1∓tgα·tg β

ctg(α± β) = ctgα·ctg β∓1
ctg β±ctgα

sinα± sinβ = 2 sin α±β
2
· cos α∓β

2

cosα+ cosβ = 2 cos α+β
2
· cos α−β

2

cosα− cosβ = −2 sin α+β
2
· sin α−β

2

tgα± tg β = sin(α±β)
cosα cos β

cosα · cosβ = cos(α−β)+cos(α+β)
2

sinα · sinβ = cos(α−β)−cos(α+β)
2

sinα · cosβ = sin(α−β)+sin(α+β)
2

sin2 α = 1−cos(2α)
2

cos2 α = 1+cos(2α)
2

Zadanie 8. Obliczy¢: sin 15◦, cos 105◦, tg 105◦.
Zadanie 9. Wykaza¢, »e (cosα− cosβ)2 + (sinα− sinβ)2 = 4 sin2 α−β

2
.



Równania i nierówno±ci trygonometryczne

Zadanie 9. Rozwi¡za¢ równania
a) cos x = −1, b) tg x = 1, c) sin x = −

√
3
2
, d) sin 5x = 1,

e) tg(3x − π
3
) =
√
3, f) ctg 3x = 1, g) cos(2x + π

3
) = 1.



Równania i nierówno±ci trygonometryczne

Zadanie 9. Rozwi¡za¢ równania
a) cos x = −1, b) tg x = 1, c) sin x = −

√
3
2
, d) sin 5x = 1,

e) tg(3x − π
3
) =
√
3, f) ctg 3x = 1, g) cos(2x + π

3
) = 1.

Zadanie 10. Rozwi¡za¢ równania
a) 2 sin2 x + sin x − 1 = 0, b) sin2 x − 3 cos x − 3 = 0, c) tg4 x − 4 tg2 x + 3 = 0,
d) tg x + ctg x = 2, e) cos 2x + sin2 x = 0, f) sin x · ctg x + cos x = 2,
g) 2 sin2 x − 2 sin2 x cos x = 1− cos x , x ∈ [0, 2π],
h) sin x + cos x = 1, i) 4 sin3 x − 4 sin2 x + 3 sin x = 3.



Równania i nierówno±ci trygonometryczne

Zadanie 9. Rozwi¡za¢ równania
a) cos x = −1, b) tg x = 1, c) sin x = −

√
3
2
, d) sin 5x = 1,

e) tg(3x − π
3
) =
√
3, f) ctg 3x = 1, g) cos(2x + π

3
) = 1.

Zadanie 10. Rozwi¡za¢ równania
a) 2 sin2 x + sin x − 1 = 0, b) sin2 x − 3 cos x − 3 = 0, c) tg4 x − 4 tg2 x + 3 = 0,
d) tg x + ctg x = 2, e) cos 2x + sin2 x = 0, f) sin x · ctg x + cos x = 2,
g) 2 sin2 x − 2 sin2 x cos x = 1− cos x , x ∈ [0, 2π],
h) sin x + cos x = 1, i) 4 sin3 x − 4 sin2 x + 3 sin x = 3.

Zadanie 11. Rozwi¡za¢ poni»sze równania :
a) tg x + ctg x = 4 sin 2x , b) (cos x − sin x)2 + tg x = 2 sin2 x ,
c) (1− tg x)(1+ sin 2x) = 1+ tg x , d) ctg x + sin x

1+cos x = 2,
e) 4 cos x−sin 2x

cos x = 4 cos2 x , f) 1−cos 8x
1+tg x = 0.



Zadania ró»ne (ciekawe!)

Zadanie 12. Wykaza¢, »e równanie

sin x + sin 2x + sin 3x + · · ·+ sin 100x = 100

nie ma rozwi¡za«.

Zadanie 13. Dla jakich warto±ci parametru α suma kwadratów ró»nych
pierwiastków równania

x2 − 2x sinα− cos2 α = 0

jest równa 3?

Zadanie 14. Dla jakich warto±ci parametru k równanie

sin 3x =
k2 − 3k + 2

k2 − 2

ma rozwi¡zanie?

Zadanie 15. Rozwi¡za¢ równanie

cos(x − 1) = x2 − 2x + 2.


