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�wiczenie. Zbada¢, czy podane zbiory s¡ ograniczone z góry:
a) A = (−∞; 0]; b) B = {x ∈ R : sin x  0};
c) C =

{
n
√
5 : n ∈ N

}
; d) D =

{
1
n
+ n : n ∈ N

}
.

Zbiór ograniczony z doªu i z góry nazywamy zbiorem ograniczonym.

�wiczenie. Zbada¢, czy podane zbiory s¡ ograniczone z doªu, z góry, s¡
ograniczone:
a) A = {sin p : p ∈ Z}; b) B = {x ∈ R : x7−15x2−100 = 0};
c) C = {x ∈ R : sin x < 0}; d) D = {3− |x | : x ∈ R};
e) E =

{
2n
n+3

: n ∈ N
}
; f) F =

{
p
q
: p, q ∈ N, p < q

}
;

g) G = {x ∈ R : tg x = 7}; h) H = {x ∈ R : x2 + 3x − 8 < 0}.
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{
1

2n − 1
: n ∈ N

}
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{
sin

π

n
: n ∈ N

}
; D = N.

�wiczenie. Czy podane poni»ej zbiory maj¡ elementy najwi¦ksze ?

A = (0; 3) ∪ {5}; B =

{
4n

n2 + 1
: n ∈ N

}
; C =

{
2n

n + 1
: n ∈ N

}
.
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De�nicja (kresy zbiorów)

1. Niech zbiór X ⊂ R b¦dzie ograniczony z doªu. Liczba a jest kresem dolnym
tego zbioru, co zapisujemy a = inf X, wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x∈X x  a oraz ∀ε>0∃x0∈X x0 < a+ ε.

2. Niech zbiór X ⊂ R b¦dzie ograniczony z góry. Liczba b jest kresem górnym
tego zbioru, co zapisujemy b = supX, wtedy i tylko wtedy, gdy

∀x∈X x ¬ b oraz ∀ε>0∃x0∈X x0 > b − ε.

Jak zde�niowa¢ (sªownie) kres górny/dolny zbioru odnosz¡c si¦ do poj¦cia
ograniczenia górnego/dolnego?
�wiczenie. Znale¹¢ kresy dolne podanych zbiorów:
a) A =

(
−
√
2;
√
5
]
; b) B = {2−n : n ∈ N}; c) C = (−∞; 0]\Q;

d) D = {−1} ∪ (0; 1].

�wiczenie. Znale¹¢ kresy górne podanych zbiorów:

a) A = (−∞; 0); b) B =
[√

2; +∞
)
∩Q; c) C =

{
1+ (−1)n

n
: n ∈ N

}
.



W domku (na stancji, w akademiku, na podwórku,...)

Zadanko nr 1. Niech b¦d¡ dane nast¦puj¡ce zbiory liczbowe :
a) A = (0; 1) ∩Q; b) B =

{
1
x
: x ∈ (0; 1]

}
; c) C =

{
7
10
, 77
100
, 777
1000

, ...
}
;

d) D = {x ∈ Q : x2 ¬ 3}; e) E = {x ∈ R : x2 − 5|x |+ 4 ¬ 0}.
Odpowiedzie¢ na poni»sze pytania:

1 Czy podane zbiory s¡ ograniczone z góry/doªu? Wskaza¢ przykªadowe
ograniczenia.

2 Czy podane zbiory maj¡ element najwi¦kszy/najmniejszy? Je±li tak, to je
wskaza¢.

3 Poda¢ kresy dolne i górne tych zbiorów.
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Zadanko nr 1. Niech b¦d¡ dane nast¦puj¡ce zbiory liczbowe :
a) A = (0; 1) ∩Q; b) B =

{
1
x
: x ∈ (0; 1]

}
; c) C =

{
7
10
, 77
100
, 777
1000

, ...
}
;

d) D = {x ∈ Q : x2 ¬ 3}; e) E = {x ∈ R : x2 − 5|x |+ 4 ¬ 0}.
Odpowiedzie¢ na poni»sze pytania:

1 Czy podane zbiory s¡ ograniczone z góry/doªu? Wskaza¢ przykªadowe
ograniczenia.

2 Czy podane zbiory maj¡ element najwi¦kszy/najmniejszy? Je±li tak, to je
wskaza¢.

3 Poda¢ kresy dolne i górne tych zbiorów.

Zadanko nr 2. Poni»ej podaj¦ kilka zda« dotycz¡cych poznanych poj¦¢. Wasze
zadanie to stwierdzenie, czy dane zdanie jest prawdziwe (zdanie jest prawdziwe,
je±li jest zawsze poprawne), czy faªszywe oraz podanie przykªadu na "tak"/"nie"
(je±li prawdziwe, to na "tak"; jesli faªszywe, to na "nie"):

1 Ograniczenie danego zbioru nale»y do tego zbioru.
2 Element najwi¦kszy danego zbioru nale»y do tego zbioru.
3 Kres danego zbioru nale»y do tego zbioru.
4 Ka»dy niepusty zbiór ograniczony z góry posiada kres górny.
5 Je±li liczba a jest kresem dolnym pewnego zbioru, to jest te» jego elementem

najmniejszym.



6 Najwi¦ksze z ogranicze« dolnych pewnego zbioru jest równocze±nie jego
kresem dolnym.

7 Kres górny nazywany jest równie» jako supremum.

8 Element najmniejszy danego zbioru to to samo co jego in�mum.

9 Ka»dy zbiór ma kres dolny.

10 Kres górny danego zbioru jest zawsze mniejszy b¡d¹ równy od ka»dego z
ogranicze« górnych tego zbioru.



Ci¡gi liczbowe

Niech N = {1, 2, 3, . . . } - zbiór liczb naturalnych.

Ci¡g (niesko«czony) to funkcja odwzorowuj¡ca zbiór liczb naturalnych w zbiór
liczb rzeczywistych, tzn. funkcja postaci a : N→ R. Warto±ci takiej funkcji dla
kolejnych liczb naturalnych nazywa si¦ wyrazami ci¡gu i oznacza a1, a2, a3, . . . .

Ci¡gi mo»emy okre±la¢ :

1 przy pomocy wzorów ogólnych, np. an = 3−n
n2
, dn =

√
n + 7

2 rekurencyjnie:

an =

{
1, dla n = 1
2a2

n−1 + 3, dla n > 1

ci¡g Fibbonaciego :

1 1 2 3 5 8 13 21 . . .

Jak go opisa¢ rekurencyjnie?
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Niech N = {1, 2, 3, . . . } - zbiór liczb naturalnych.

Ci¡g (niesko«czony) to funkcja odwzorowuj¡ca zbiór liczb naturalnych w zbiór
liczb rzeczywistych, tzn. funkcja postaci a : N→ R. Warto±ci takiej funkcji dla
kolejnych liczb naturalnych nazywa si¦ wyrazami ci¡gu i oznacza a1, a2, a3, . . . .

Ci¡gi mo»emy okre±la¢ :

31 przy pomocy wzorów ogólnych, np. an = 3−n
n2
, dn =

√
n + 7

2 rekurencyjnie:

an =

{
1, dla n = 1
2a2

n−1 + 3, dla n > 1

ci¡g Fibbonaciego :

1 1 2 3 5 8 13 21 . . .

Jak go opisa¢ rekurencyjnie?

3 opisowo: (cn) oznacza n-t¡ cyfr¦ po przecinku rozwini¦cia dziesi¦tnego
liczby

√
3.
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Ci¡gi mo»emy okre±la¢ :

1 przy pomocy wzorów ogólnych, np. an = 3−n
n2
, dn =

√
n + 7

2 rekurencyjnie:

an =

{
1, dla n = 1
2a2

n−1 + 3, dla n > 1

ci¡g Fibbonaciego :

1 1 2 3 5 8 13 21 . . .

Jak go opisa¢ rekurencyjnie?

3 opisowo: (cn) oznacza n-t¡ cyfr¦ po przecinku rozwini¦cia dziesi¦tnego
liczby

√
3.



Monotoniczno±¢ ci¡gu

De�nicja

Ci¡g (an) nazywamy :

1 rosn¡cym, je±li ∀n ∈ N : an < an+1

2 niemalej¡cym, je±li ∀n ∈ N : an ¬ an+1

3 malej¡cym, je±li ∀n ∈ N : an > an+1

4 nierosn¡cym, je±li ∀n ∈ N : an  an+1

Powy»sze ci¡gi nazywamy monotonicznymi.
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Jak bada¢ monotoniczno±¢ ci¡gu?

((bn)-ci¡g o wyrazach dodatnich!)

Zadanie 1. Zbada¢ monotoniczno±¢
poni»szych ci¡gów :
a) kn = n2 + 3n + 2, b) bn = 3n+5

5n−4 ,

c) an = n2

7n+4
, d) an = 2n

n2
,

e) cn = n!
nn
, f) an = n2+1

n! ,

g) an =
√
n2 + 4n − n, h) dn = sin π

2n
,

i) cn = n!(2n)!
(3n)! , j) bn = 7n

n! ,

k) fn = n100 − n50 + 1, l) bn = 2 · 3n



Ci¡gi ograniczone

De�nicja

Ci¡g (an) nazywamy ograniczonym, je±li

∃m,M ∈ R ∀n ∈ N : m ¬ an ¬ M.

Ci¡g, dla którego speªniona jest nierówno±¢ an  m nazywamy ograniczonym z
doªu, za± taki, dla którego zachodzi an ¬ M - ograniczonym z góry (czyli : ci¡g
ograniczony z góry i ograniczony z doªu jest ograniczony).
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Ci¡g, dla którego speªniona jest nierówno±¢ an  m nazywamy ograniczonym z
doªu, za± taki, dla którego zachodzi an ¬ M - ograniczonym z góry (czyli : ci¡g
ograniczony z góry i ograniczony z doªu jest ograniczony).
Zadanie 2.
Stwierdzi¢, czy podane poni»ej ci¡gi s¡ ograniczone z doªu, z góry, s¡ ograniczone:
a) an = n

n2+1
, b) bn = 4− 3 cos n, c) cn = 2n d) dn = 10n − n2,

e) en = 3−n, f) fn = 2n

n! g) gn = 3n

3n+2
, h) hn =

√
n + 6−

√
n + 2.



Granica ci¡gu liczbowego

De�nicja

Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy wªa±ciwej g ∈ R, co zapisujemy lim
n→∞

an = g,

wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε > 0 ∃nε ∈ N
∣∣∣ ∀n > nε |an − g | < ε.

Powy»sz¡ de�nicj¦ rozumiemy nast¦puj¡co : dla dowolnie maªej dodatniej liczby ε
mo»na wskaza¢ tak¡ liczb¦ nε, odpowiednio dobran¡ do ε, »e wszystkie wyrazy
ci¡gu (an) o numerach wi¦kszych ni» nε b¦d¡ ró»ni¢ si¦ od liczby g (=granicy
ci¡gu) o mniej ni» ε.
Zadanie 1. Na podstawie powy»szej de�nicji pokaza¢, »e :

granic¡ ci¡gów: an = 1
n
, bn = 2+(−1)n

n
, cn = 1+(−1)n

n
jest liczba 0

granic¡ ci¡gu an = 3
n+2

jest liczba 0

granic¡ ci¡gu an = n+1
n+11

jest liczba 1

granic¡ ci¡gu an = 3−8n
5n+4

jest liczba − 8
5

granic¡ ci¡gu an = 5√
5n+7

jest liczba 0

granic¡ ci¡gu an = n2−n+2
3n2+2n−4 jest liczba 1

3

granica ci¡gu an = (−1)n nie istnieje
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De�nicja

Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy niewªa±ciwej +∞, co zapisujemy lim
n→∞

an = +∞,

wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε > 0 ∃nε ∈ N
∣∣∣ ∀n > nε an > ε.

Powy»sz¡ de�nicj¦ rozumiemy nast¦puj¡co : Dostatecznie dalekie wyrazy tego
ci¡gu s¡ wi¦ksze od dowolnie du»ej liczby (ε).
Analogicznie:

De�nicja

Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy niewªa±ciwej −∞, co zapisujemy lim
n→∞

an = −∞,

wtedy i tylko wtedy, gdy ∀ε < 0 ∃nε ∈ N
∣∣∣ ∀n > nε an < ε.

Troch¦ haseª:
Ci¡gi zbie»ne do granicy wªa±ciwej (czyli do liczby) nazywamy zbie»nymi.
Ci¡gi zbie»ne do granicy niewªa±ciwej (czyli do ±∞) nazywamy rozbie»nymi
lub rozbie»nymi (jak równie» zbie»nymi) do ±∞.
Ci¡gi, które nie posiadaj¡ granicy równie» nazywamy rozbie»nymi (cz¦±¢ osób
okre±la je równie» jako "niezbie»ne").
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Twierdzenie (o ci¡gu monotonicznym i ograniczonym)

Ka»dy ci¡g monotoniczny (od pewnego miejsca) i ograniczony jest zbie»ny, przy
czym:
- ci¡g niemalej¡cy (od pewnego miejsca) i ograniczony z góry jest zbie»ny do
granicy, która jest kresem górnym zbioru jego warto±ci,
- ci¡g nierosn¡cy (od pewnego miejsca) i ograniczony z doªu jest zbie»ny do
granicy, która jest kresem dolnym zbioru jego warto±ci.

Zadanie 2. Korzystaj¡c z powy»szego twierdzenia uzasadni¢, »e:

lim
n→∞

100n

n! = 0,

lim
n→∞

bn = 2, b1 =
√
2, bn+1 =

√
2+ bn

lim
n→∞

cn =
√
2, c1 = 1, cn+1 = 1+ 1

1+cn

Zadanie 3. Korzystaj¡c z twierdzenia o ci¡gu monotonicznym i ograniczonym
wykaza¢ zbie»no±¢ poni»szych ci¡gów:

an = 3n2

n2+1
, bn = 1+ 1

n+1
+ 1

n+2
+ . . . 1

n+n , cn = n3

10n
,

dn = (n!)2

(2n)! , en = 1
31+1

+ 1
32+2

+ · · ·+ 1
3n+n
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Tabelka odczytywania warto±ci pewnych wyra»e«:

a+∞ =∞, −∞ < a ¬ ∞ a · ∞ =∞, 0 < a ¬ ∞
a
∞ = 0, −∞ < a <∞ a

0+
=∞, 0 < a ¬ ∞

a
0+

= −∞, −∞ ¬ a < 0 a
0−

= −∞, 0 < a ¬ ∞
a
0−

=∞, −∞ ¬ a < 0
a∞ = 0, 0+ ¬ a < 1 a∞ =∞, 1 < a ¬ ∞
∞a = 0, −∞ ¬ a < 0 ∞a =∞, 0 < b ¬ ∞

Symbole nieoznaczone: ∞∞ ,
0
0
, ∞−∞, 0 · ∞, 1∞, 00, ∞0
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Arytmetyka granic

Dla ci¡gów (an), (bn) zbie»nych lub rozbie»nych do ∞ lub −∞ mamy :
a) lim

n→∞
(an ± bn) = lim

n→∞
an ± lim

n→∞
bn;

b) lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn;

c) lim
n→∞

an
bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn
, je±li lim

n→∞
bn 6= 0;

d) lim
n→∞

(an)
p =

(
lim
n→∞

an

)p
, p ∈ Z \ {0};

f ) lim
n→∞

k
√
an = k

√
lim
n→∞

an, k ∈ N \ {1};



Zadanie 4. Obliczy¢ granice poni»szych ci¡gów:

an = (n+7)14

(2n−4)7 , bn = n2+3n−2
1+2+3+···+n , cn = 2+4+6+···+2n

(8−3n)(5+7n) ,

dn = lim
n→∞

(5n−3)(2−7n)
3+6+9+···+3n

, en = 5+10+15+···+5n
n+1

, fn =
√
4n2−n+1
9−2n ,

gn =
√
n+3+2

√
n

3
√
4n+7+5

√
9n+1

, hn =
(
3n+7
8n+4

+ 3n−4
6n+5

)2
, in =

√
4n2+3n+7
3−5n ,

jn = 3

√
8n6+1
n6−2 , kn =

√
n + 3−

√
n − 5, ln = 3n−4n

5n+4n
, mn = 5·4n−2+3·2n+1

2·4n+1−6·2n ,

on =
(
22n+2·3n−1
4n+3n+2

)5
, pn =

1+ 1

2
+ 1

4
+···+ 1

2n−1
1+ 1

3
+ 1

9
+···+ 1

3n−1
, rn = 7+49+343+·+7n

3·7n−2 ,

sn = (
√
9n2 + 7n − 1−

√
9n2 + 16n), tn =

(
n2+6
n2

)n2
, un =

(
n2+2
2n2+1

)n2
,

vn =
(
n2−1
n2

)3n2−n
, wn = 3

√
n3 + 3n2 − n, xn = log

2
(n+1)

log
3
(n+1) , yn = sin nπ,

zn = sin nπ
2
.
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Zadanie 5. Spo±ród ci¡gów o wyrazie ogólnym an = (k2−2k−3)n+1

−n wybra¢ ten,
który ma granic¦ równ¡ 4.
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Zadanie 5. Spo±ród ci¡gów o wyrazie ogólnym an = (k2−2k−3)n+1

−n wybra¢ ten,
który ma granic¦ równ¡ 4.

Zadanie 6. Okre±li¢, dla jakich warto±ci parametru p granic¡ ci¡gu an = (p+7)n2+n
5−7pn2

jest liczba 0.
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Zadanie 5. Spo±ród ci¡gów o wyrazie ogólnym an = (k2−2k−3)n+1

−n wybra¢ ten,
który ma granic¦ równ¡ 4.

Zadanie 6. Okre±li¢, dla jakich warto±ci parametru p granic¡ ci¡gu an = (p+7)n2+n
5−7pn2

jest liczba 0.
Zadanie 7. Okre±li¢, dla jakich warto±ci parametru p granic¡ ci¡gu

an = (p2+3p−6)n3+n2+5

3−pn3 jest liczba 2.



Zadanie . Niech αn (n  3) oznacza miar¦ k¡ta wewn¦trznego n-k¡ta foremnego.
Obliczy¢ granic¦ lim

n→∞
αn.

Twierdzenie (o trzech ci¡gach)

Niech dane b¦d¡ ci¡gi (an), (bn), (cn). Je±li

an ¬ bn ¬ cn ∀n > N

oraz
lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = g ,

to lim
n→∞

bn = g.
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Zadanie 6. Udowodni¢ powy»sze twierdzenie.



Zadanie . Niech αn (n  3) oznacza miar¦ k¡ta wewn¦trznego n-k¡ta foremnego.
Obliczy¢ granic¦ lim

n→∞
αn.

Twierdzenie (o trzech ci¡gach)

Niech dane b¦d¡ ci¡gi (an), (bn), (cn). Je±li

an ¬ bn ¬ cn ∀n > N

oraz
lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = g ,

to lim
n→∞

bn = g.

Zadanie 6. Udowodni¢ powy»sze twierdzenie.
Zadanie 7. Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech ci¡gach znale¹¢ granice poni»szych
ci¡gów:

an = n
√
3n + πn + 7n, bn =

5 cos n

n2 + 2
, cn =

sin2 n + 2n

5n − 1
,

dn = n

√
1

2
+

2

3
+ · · ·+ n

n − 1
, en =

1√
n2 + 1

+
1√

n2 + 2
+ · · ·+ 1√

n2 + n
.



Twierdzenie (o dwóch ci¡gach)

Niech dane b¦d¡ ci¡gi (an), (bn). Je±li

an ¬ bn ∀n > N

oraz
lim
n→∞

an =∞,

to lim
n→∞

bn =∞.

Prawdziwe jest równie» analogiczne twierdzenie dla ci¡gów zbie»nych do granicy
niewªa±ciwej (−∞).
Zadanie . Na mocy powy»szego twierdzenia uzasadni¢, »e:

lim
n→∞

[4n + (−1)n · n] =∞

lim
n→∞

1−n2
n−sin n = −∞

lim
n→∞

( 1
3
√
1
+ 1

3
√
2
+ · · ·+ 1

3
√
n
) =∞

lim
n→∞

E(n3
√
2)

E(
√
n2+1)

=∞.



De�nicja

Podci¡giem nazywamy ci¡g pozostaªy po skre±leniu pewnej (by¢ mo»e
niesko«czonej) liczby wyrazów ci¡gu wyj±ciowego.

Twierdzenie

Ka»dy podci¡g ci¡gu zbie»nego (do granicy wªa±ciwej lub niewªa±ciwej) jest
zbie»ny do tej samej granicy.

Powy»sze twierdzenie daje wygodn¡ metod¦ dowodzenia, »e dany ci¡g nie ma
granicy.Wystarczy w tym celu wybra¢ z niego dwa podci¡gi zbie»ne do ró»nych
granic.
Zadanie 8. Pokaza¢, wskazuj¡c odpowiednie podci¡gi, »e ci¡gi
an = (−1)n, bn = cos nπ, cn = [n + (−1)nn2] nie maj¡ granic.



Granice funkcji

De�nicja (s¡siedztwa)

1. S¡siedztwem o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

S(x0, r)
df
= (x0 − r , x0 + r)\{x0}.

2. S¡siedztwem lewostronnym o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

S(x−0 , r)
df
= (x0 − r , x0).

3. S¡siedztwem prawostronnym o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

S(x+0 , r)
df
= (x0, x0 + r).



De�nicja (granicy wªa±ciwej funkcji w punkcie wg Cauchy'ego)

Niech x0 ∈ R oraz niech funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na s¡siedztwie
S(x0). Liczba g jest granic¡ funkcji f w punkcie x0, co symbolicznie zapisujemy w
postaci równo±ci lim

x→x0
f (x) = g, wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃δ>0∀x∈S(x0) [(|x − x0| < δ) =⇒ (|f (x)− g | < ε)] .

De�nicja (granicy lewostronnej wªa±ciwej funkcji w punkcie wg
Cauchy'ego)

Niech x0 ∈ R oraz niech funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na s¡siedztwie
S(x−0 ). Liczba g jest granic¡ lewostronn¡ funkcji f w punkcie x0, co symbolicznie
zapisujemy w postaci równo±ci lim

x→x−
0

f (x) = g, wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃δ>0∀x∈S(x−
0
) [(0 < x0 − x < δ) =⇒ (|f (x)− g | < ε)] .



De�nicja (granicy prawostronnej wªa±ciwej funkcji w punkcie wg
Cauchy'ego)

Niech x0 ∈ R oraz niech funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na s¡siedztwie
S(x+0 ). Liczba g jest granic¡ prawostronn¡ funkcji f w punkcie x0, co symbolicznie
zapisujemy w postaci równo±ci lim

x→x+
0

f (x) = g, wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃δ>0∀x∈S(x+
0
) [(0 < x − x0 < δ) =⇒ (|f (x)− g | < ε)] .

Zadanie. Korzystaj¡c z de�nicji Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie uzasadni¢
podane równo±ci:
a) lim

x→2
(5− 3x) = −1; b) lim

x→4
x2 = 16; c) lim

x→0

1
x+2

= 1
2
;

d) lim
x→π

sin x = 0.

Zadanie. Korzystaj¡c z de�nicji Cauchy'ego granicy jednostronnej w punkcie
uzasadni¢ podane równo±ci:

a) lim
x→1+

(3x−1) = 2; b) lim
x→2−

8−x3
|2−x| = 12; c) lim

x→0−
2
1

x = 0;

d) lim
x→0+

cos x = 1.



Zadanie.

Dla funkcji, których wykresy przedstawiono na rysunkach, poda¢ granice
jednostronne w punkcie x0 = 1 lub uzasadni¢, »e one nie istniej¡:

a) , b)



c) , d)

e) , f)



Twierdzenie (warunek konieczny i wystarczaj¡cy istnienia granicy)

Funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ (wªa±ciw¡ lub niewªa±ciw¡) wtedy i tylko
wtedy, gdy

lim
x→x−

0

f (x) = lim
x→x+

0

f (x).

Wspólna warto±¢ granic jednostronnych jest wtedy granic¡ funkcji.

Zadanie. Dla funkcji, których wykresy przedstawiono na rysunkach, poda¢ granic¦
w punkcie x0 = 1 lub uzasadni¢, »e granica ta nie istnieje:

a) , b)



c) , d)

e) , f)



Twierdzenie (o arytmetyce granic funkcji)

Je»eli funkcje f i g maj¡ granice wªa±ciwe w punkcie x0, to
1. lim

x→x0
(f (x) + g(x)) = lim

x→x0
f (x) + lim

x→x0
g(x),

2. lim
x→x0

(f (x)− g(x)) = lim
x→x0

f (x)− lim
x→x0

g(x),

3. lim
x→x0

(f (x) · g(x)) =
(

lim
x→x0

f (x)

)
·
(

lim
x→x0

g(x)

)
,

4. lim
x→x0

f (x)
g(x) =

lim
x→x0

f (x)

lim
x→x0

g(x) , o ile g(x) 6= 0,

5. lim
x→x0

(f (x))g(x) =

(
lim
x→x0

f (x)

) lim
x→x0

g(x)

.

Twierdzenie (o granicach niewªa±ciwych funkcji)

1. p +∞ = +∞ dla −∞ < p ¬ +∞ 2. p · (±∞) = ±∞ dla 0 < p ¬ +∞
3. p
±∞ = 0 dla −∞ < p < +∞ 4. p

0+
= +∞ dla 0 < p ¬ +∞

5. p+∞ = 0 dla 0+ ¬ p < 1 6. p+∞ = +∞ dla 1 < p ¬ +∞
7. (+∞)q = 0 dla −∞ ¬ q < 0 8. (+∞)q = +∞ dla 0 < q ¬ +∞



Zadanie. Zbada¢, obliczaj¡c granice jednostronne, czy istniej¡ podane granice:

a) lim
x→0

1
x
; b) lim

x→0
xsgnx ; c) lim

x→0
2

1

x3 ;

d) lim
x→π

2

[3 sin x ]; e) lim
x→2

x2−4
|x−2| ; f) lim

x→1

|x−1|3
x3−x2 ;

g) lim
x→−1

sgn
[
x(1− x2)

]
; h) lim

x→π
2

cos2 x−sin2 x
|2x−π| ; i) lim

x→3
[x ];

j) lim
x→1

x+1
x−1 ; k) lim

x→0
e−

1

x ; l) lim
x→1

sgn(1−x2)
sgn(x3−1)

m) lim
x→1

|x−1|
x−1 + x ; n) lim

x→3

x2+x−12
(x−3)2



Zadanie. Korzystaj¡c z twierdze« o arytmetyce granic obliczy¢ podane granice:

a) lim
x→1

x3−1
x5−1 ; b) lim

x→−∞
x√
x2+1

; c) lim
x→+∞

2·5x−2x
3x−4·5x ;

d) lim
x→+∞

(x+1)3

x3+2
; e) lim

x→−1
1+ 5
√
x

1+ 3
√
x
; f) lim

x→5

√
x−1−2
x−5 ;

g) lim
x→1−

x2−1√
1−x ; h) lim

x→4

x2−2x−8
x2−9x+20

; i) lim
x→1

x3−x2+x−1
x3+x2−x−1 ;

j) lim
x→+∞

√
1+x+2√
1+x2

; k) lim
x→106

√
x−103

3
√
x−102 ; l) lim

x→π
2

1−sin3 x
cos x

;

m) lim
x→−∞

4
√
x4+1
x

; n) lim
x→0

25x−9x
5x−3x ; o) lim

x→1

x3−1
x4−1 ;

p) lim
x→+∞

2x+1
3x+2

; q) lim
x→64

3
√
x−4√
x−8 ; r) lim

x→π
2

−

tg2 x+1
tg2 x+5

;

s) lim
x→0

√
1+x−

√
1−x

2x
; t) lim

x→0

sin2 x
1−cos x ; u) lim

x→∞
(e2x − ex);

v) lim
x→+∞

x
(√

x2 + 1− x
)
; w) lim

x→−∞

(√
x2 + 1+ x

)
x) lim

x→0

x4+5x3+11x2+16x+12
x3+16x2+52x+48

; y) lim
x→−2

x4+5x3+11x2+16x+12
x3+16x2+52x+48

.



Dla granic funkcji istniej¡ odpowiedniki twierdze« o trzech i dwóch ci¡gach:

Twierdzenie (o trzech funkcjach)

Je»eli funkcje f , g i h speªniaj¡ warunki
1. f (x) ¬ g(x) ¬ h(x) dla ka»dego x ∈ S(x0),
2. lim

x→x0
f (x) = lim

x→x0
h(x) = p,

to lim
x→x0

g(x) = p.

Twierdzenie (o dwóch funkcjach)

Je»eli funkcje f i g speªniaj¡ warunki
1. f (x) ¬ g(x) dla ka»dego x ∈ S(x0),
2. lim

x→x0
f (x) = +∞,

to lim
x→x0

g(x) = +∞.

Prawdziwe jest analogiczne twierdzenie dla granicy niewªa±ciwej −∞.



Zadanie. Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech funkcjach obliczy¢ podane granice:

a) lim
x→0

x2
(
2+ cos 1

x

)
; b) lim

x→+∞
[ex ]
ex+1

; c) lim
x→0+

√
x sin2 1

x
;

d) lim
x→−∞

ex cos x ; e) lim
x→+∞

x
√
4x + 9x ; f) lim

x→2
[x ] sin(πx);

g) lim
x→0+

√
x cos 1

x2
; h) lim

x→+∞
2+sin x
x2

; i) lim
x→−∞

ex+sin2 x ;

j) lim
x→0

x
(
3− sin 1

x2

)
Zadanie. Korzystaj¡c z twierdzenia o dwóch funkcjach uzasadni¢ podane
równo±ci:
a) lim

x→0+

2+cos 1

x√
x

= +∞; b) lim
x→+∞

(sin x − ex) = −∞;

c) lim
x→π

⌊
2x
π

⌋
ctg2 x = +∞; d) lim

x→0

(
1
x2
−
⌊

2
x2

⌋)
= −∞;

e) lim
x→0+

2+sin 1

x

x
= +∞; f) lim

x→+∞
(x5 − sin x) = +∞;

g) lim
x→0+

1
2x−sin x = +∞; h) lim

x→+∞
2x(2+ cos x) = +∞.



Poni»ej znajduje si¦ lista podstawowych granic, z których mo»na korzysta¢ przy
liczeniu granic funkcji:

Granice podstawowych wyra»e« nieoznaczonych

lim
x→0

sin x
x

= 1 lim
x→0

tg x
x

= 1

lim
x→0

arc sin x
x

= 1 lim
x→0

arc tg x
x

= 1

lim
x→0

ax−1
x

= ln a, gdzie a > 0 lim
x→0

ex−1
x

= 1

lim
x→0

loga(1+x)
x

= 1
ln a
, gdzie a ∈ R lim

x→0

ln(1+x)
x

= 1

lim
x→±∞

(
1+ a

x

)x
= ea, gdzie a ∈ R lim

x→±∞

(
1+ 1

x

)x
= e

lim
x→0

(1+x)a−1
x

= a, gdzie a ∈ R lim
x→0

(1+ x)
1

x = e

Uwaga nr 1 Wzory, w których granice wynosz¡ 1 mo»emy w naturalny sposób
rozszerzy¢ na granice wyra»e« odwrotnych, np. prawd¡ jest, »e lim

x→0

x
sin x

= 1.

Uwaga nr 2 Ka»dy z powy»szych wzorów mo»na (i nale»y) uogólni¢.

Przykªadowo, skoro lim
x→0

ex−1
x

= 1, to równie» lim
x→0

e�−1
� = 1, gdzie � oznacza

pewn¡ funkcj¦ zmiennej x tak¡, »e lim
x→0

� = 0.

Uwaga nr 3 Prosz¦ zauwa»y¢, »e zdecydowana wi¦kszo±¢ powy»szych wzorów
zachodzi dla x → 0. Je±li x → a, gdzie a 6= 0, to nie mo»emy stosowa¢ tych
wzorów! Mo»emy za to spróbowa¢ dokona¢ zamiany zmiennej tak, aby nowa
zmienna d¡»yªa do 0.



Korzystaj¡c z granic podstawowych wyra»e« nieoznaczonych obliczy¢ podane
granice:
a) lim

x→0

sin 7x
sin 5x

; b) lim
x→0

ex−1
sin 2x

; c) lim
x→0

3x−2x
x

;

d) lim
x→∞

(
3x+5
3x+7

)x+1

; e) lim
x→+∞

(
x2+5
x2−7

)x2
; f) lim

x→+∞

(
1+ 1

x2

)2x−1
;

g) lim
x→0

ln(1−2x3)
x3

; h) lim
x→0

sin 3x ctg 5x ; i) lim
x→0+

tg 3
√
x√

x
;

j) lim
x→π

2

(1+ cos x)
1

2x−π ; k) lim
x→0

arc sin 3x
arc sin 2x

; l) lim
x→0

7x−5x
3x−2x ;

m) lim
x→1

5·3x−3·5x
2·7x−7·2x ; n) lim

x→0

ln(1+x)
ex−1 ; o) lim

x→π
2

tg 3x
tg 5x

;

p) lim
x→π

sin 2x
sin 7x

; q) lim
x→∞

ln(1+x)−ln x
sin( 1

x
)

; r) lim
x→0

arc tg x
tg x

;

s) lim
x→0

6
√
1+x5−1
x

; t) lim
x→2

7
√
3−x−1
sinπx ; u) lim

x→2

tg x−tg 2
x−2 .



Praca w grupach

Po zaj¦ciach z granic funkcji (okoªo 4 godziny lekcyjne) i ci¡gªo±ci (okoªo 4
godziny lekcyjne) przejdziemy do omawiania szeregów liczbowych. W tym celu
podziel¦ Was na 8 grup. Ka»da z nich b¦dzie miaªa do przygotowania pewne
zagadnienie z teorii szeregów. Tematyka zostaªa ju» przeze mnie wymy±lona, nie
przydzieliªem jednak jeszcze osób do poszczególnych grup. Zrobi¦ to na
najbli»szych zaj¦ciach na ka»dej ze specjalno±ci. Celem ka»dej grupy b¦dzie
zreferowanie przydzielonego zagadnienia na zaj¦ciach z szeregów (2-4 godziny
lekcyjne). To ja wyznaczam osoby z grupy do konkretnych przykªadów (tak wi¦c
nale»y by¢ przygotowanym do caªego swojego zagadnienia, a nie tylko wybranych
przez siebie fragmentów). Kolejno±¢ nie jest przypadkowa, referujemy zgodnie z
poni»sz¡ list¡ zagadnie« :

1 Wyja±ni¢ poj¦cia: ci¡g sum cz¦±ciowych, szereg, suma szeregu, szereg zbie»ny,
rozbie»ny, szereg o wyrazach nieujemnych, szereg naprzemienny
Obliczy¢ sumy cz¦±ciowe i nast¦pnie zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:
∞∑
n=1

(−1)n,
∞∑
n=1

2
(2n−1)(2n+1)

,
∞∑
n=1

3·2n+2·3n
6n

,
∞∑
n=1

ln
(
1− 1

n
2

)
,

∞∑
n=1

(
√
n + 2− 2

√
n + 1+

√
n)



2 Sformuªowa¢ warunek konieczny zbie»no±ci szeregu i na jego mocy uzasadni¢,

»e szeregi
∞∑
n=1

1
n
√
n

,
∞∑
n=1

cos(sin 1
n
) s¡ rozbie»ne.

Opieraj¡c si¦ jedynie na warunku koniecznym, powiedzie¢, jakie wnioski mo»na

wyci¡gn¡¢ odno±nie zbie»no±ci szeregu
∞∑
n=1

1
n
, a jakie odno±nie

∞∑
n=1

1
n
2 .

Co nazywamy szeregiem geometrycznym, a co szeregiem harmonicznym rz¦du
α ? Poda¢ przykªady.

3 Poda¢ tre±¢ (ogólnego) kryterium porównawczego i ilorazowego.
Na podstawie tych kryteriów zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:
∞∑
n=1

1
2n+1

,
∞∑
n=1

ln n
n·3n ,

∞∑
n=1

n−1
n
3+2

,
∞∑
n=1

sin π
2n
,

∞∑
n=1

3
√

n
2+n

n+2
,

∞∑
n=1

tg2( 1√
n

).

4 Przytoczy¢ tre±¢ kryterium d'Alemberta.
Korzystaj¡c z kryterium d'Alemberta zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:
∞∑
n=1

n
5

2n
,

∞∑
n=1

32n−1

23n−1 ,
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
.

Poda¢ przykªad szeregu, którego zbie»no±ci nie rozstrzyga kryterium
d'Alemberta.

W zale»no±ci od parametru a > 0 zbada¢ zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=1

a
n
n!

n
n .



5 Przytoczy¢ tre±¢ kryterium Cauchy'ego.
Korzystaj¡c z kryterium Cauchy'ego zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:
∞∑
n=1

( n√
4n2+3

)n,
∞∑
n=1

22n

n
3·3n ,

∞∑
n=1

( n+1
n

)n
2

3n
.

Poda¢ przykªad szeregu, którego zbie»no±ci nie rozstrzyga kryterium
Cauchy'ego.
Które kryterium - d'Alemberta czy Cauchy'ego jest silniejsze? Jak to rozumie¢?

6 Przytoczy¢ tre±¢ kryterium kondensacyjnego (inaczej: o zag¦szczaniu)
Cauchy'ego (najlepiej z Wikipedii w wersji angloj¦zycznej)
Na podstawie kryterium kondensacyjnego zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:
∞∑
n=1

1
n
,

∞∑
n=1

1
log n

,
∞∑
n=1

1
n(ln n)2

.

7 Co oznaczaj¡ hasªa : szereg bezwzgl¦dnie zbie»ny, szereg warunkowo zbie»ny?
Poda¢ twierdzenie o zbie»no±ci szeregów zbie»nych bezwzgl¦dnie.
Zbada¢ zbie»no±¢ bezwzgl¦dn¡ szeregów:
∞∑
n=1

sin n
n
2 ,

∞∑
n=1

(−1)n+1 1
n
,

∞∑
n=1

(−1)n

3n
· ( n

n−1
)n

2

. Na mocy twierdzenia z

poprzedniego podpunktu, wyci¡gn¡¢ stosowne wnioski.
8 Sformuªowa¢ kryterium Dirichleta, Abela oraz Leibniza zbie»no±ci szeregów.

Korzystaj¡c z kryterium Leibniza uzasadni¢ zbie»no±¢ szeregów :
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
,

∞∑
n=1

(−1)n+1 1
n
,

∞∑
n=1

(−1)n+1

n−ln n
.

Uwaga. Czasami mog¡ by¢ przydatne nierówno±ci takie, jak ln n < n oraz
sin x < x < tg x dla x ∈ (0, π

2
).



Ci¡gªo±¢ funkcji

De�nicja (otoczenia punktu)

1. Otoczeniem o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

O(x0, r)
df
= (x0 − r ; x0 + r)

2. Otoczeniem lewostronnym o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

O(x−0 , r)
df
= (x0 − r ; x0]

3. Otoczeniem prawostronnym o promieniu r > 0 punktu x0 ∈ R nazywamy zbiór

O(x+0 , r)
df
= [x0; x0 + r)



De�nicja (funkcja ci¡gªa w punkcie)

Niech x0 ∈ R oraz niech funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na otoczeniu
O(x0). Funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0 wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Wskaza¢ punkty, w których funkcje o podanych wykresach nie s¡ ci¡gªe:

a) b)

c) d)



e) f)



De�nicja (funkcja ci¡gªa na przedziale)

Funkcja jest ci¡gªa na przedziale otwartym (a; b), je»eli jest ci¡gªa w ka»dym
punkcie tego przedziaªu. Funkcja jest ci¡gªa na przedziale domkni¦tym [a; b], je»eli
jest ci¡gªa w ka»dym punkcie przedziaªu otwartego (a; b) oraz prawostronnie
ci¡gªa w punkcie a i lewostronnie ci¡gªa w punkcie b.

De�nicja (nieci¡gªo±¢ funkcji)

Niech x0 ∈ R oraz niech funkcja f b¦dzie okre±lona przynajmniej na otoczeniu
O(x0). Funkcja f jest nieci¡gªa w punkcie x0 wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
granica

lim
x→x0

f (x)

albo gdy
lim
x→x0

f (x) 6= f (x0).

Nieci¡gªo±¢ funkcji mo»na rozwa»a¢ jedynie w punktach nale»¡cych do jej
dziedziny!



De�nicja (Rodzaje nieci¡gªo±ci)

1. Funkcja f ma w punkcie x0 nieci¡gªo±¢ pierwszego rodzaju, je»eli istniej¡ granice
wªa±ciwe lim

x→x−
0

f (x), lim
x→x+

0

oraz lim
x→x−

0

f (x) 6= f (x0) lub lim
x→x+

0

f (x) 6= f (x0).

Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0 nieci¡gªo±¢ pierwszego rodzaju typu
�skok�, je»eli speªnia warunek lim

x→x−
0

f (x) 6= lim
x→x+

f (x).

Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie x0 nieci¡gªo±¢ pierwszego rodzaju typu �luka�,
je»eli speªnia warunek lim

x→x−
0

f (x) = lim
x→x+

0

f (x) 6= f (x0).

2. Funkcja f ma w punkcie x0 nieci¡gªo±¢ drugiego rodzaju, je»eli nie istnieje lub
jest niewªa±ciwa, co najmniej jedna z granic lim

x→x−
0

f (x), lim
x→x+

0

f (x).



Zbada¢ lewostronn¡ i prawostronn¡ ci¡gªo±¢ funkcji we wskazanych punktach:

a) f (x) =

{
x2 dla x < 1,

3− x dla x  1,
x0 = 1;

b) f (x) =

{
x2 + x − 2 dla x < −2,
x2 + 5x + 6 dla x  −2, x0 = −2;

c) f (x) =


x√

1−x−1 dla x < 0,

−2 dla x = 0,
− sin 2x

x
dla x > 0,

x0 = 0;

d) f (x) =

{
x2−1
|x−1| dla x 6= 1,

−2 dla x = 1,
x0 = 1;

e) f (x) =


x2 cos 1

x
dla x > 0,

0 dla x = 0,

e−
1

x dla x < 0,
x0 = 0.



Zbada¢ ci¡gªo±¢ podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f (x) =

{
7x − 2 dla x ¬ 1,
x2 dla x > 1,

x0 = 1;

b) f (x) =

{
x2 dla x ¬ 2,
2x dla x > 2,

x0 = 2;

c) f (x) =

{
|x2−x−6|

x+2
dla x 6= −2,

5 dla x = −2,
x0 = −2.



Dobra¢ parametry a, b ∈ R tak, aby podane funkcje byªy ci¡gªe we wskazanych
punktach:

a) f (x) =

{
| arc tg x | dla |x | < 1,
x(ax + b) dla |x | > 1,

x1 = −1, x2 = 1

b) f (x) =

{
sin x
ax

dla x < 0,
x + b dla x  0,

x0 = 0;

c) f (x) =

{
x dla |x | ¬ 1,

x2 + ax + b dla |x | > 1,
x1 = −1, x2 = 1;

d) f (x) =

{
sin x dla |x |  π

2
,

ax + b dla |x | < π
2
,

x1 = −π
2
, x2 = π

2
;

e) f (x) =

 2 dla x ¬ 0,
ax + b dla 0 < x < 1,

3 dla x  1,
x1 = 0, x2 = 1;

f) f (x) =

{
x2 + ax + b dla |x | < 2,

a
√
x2 − 1 dla |x |  2,

x1 = −2, x2 = 2;

g) f (x) =

{
a sin x + b cos x dla |x | > π

4
,

1+ tg x dla |x | ¬ π
4
,

x1 = −π4 , x2 = π
4
;

h) f (x) =

 (x − 1)3 dla x ¬ 0,
ax + b dla 0 < x < 1,√

x dla x  1,
x1 = 0, x2 = 1;

i) f (x) =

{
x dla |x | ¬ 1,

x2 + ax + b dla |x | > 1,
x1 = −1, x2 = 1.



Okre±li¢ rodzaje nieci¡gªo±ci podanych funkcji w punkcie x0 = 0:

a) f (x) =


sin x
x

dla x < 0,
0 dla x = 0,

ex−1
x

dla x > 0;

b) f (x) =

 1− cos 1
x

dla x < 0,
0 dla x = 0,√

x sin 1
x

dla x > 0;

c) f (x) =

{
1

1+e
1

x

dla x 6= 0,

0 dla x = 0;

d) f (x) =

{
|x |[ 1

x
] dla x 6= 0,

1 dla x = 0.



Okre±li¢ rodzaje nieci¡gªo±ci podanych funkcji we wskazanych punktach:

a) f (x) =

{
x2−1√
x−1 dla x ∈ (0; 1) ∪ (1; +∞),

3 dla x = 1,
x0 = 1;

b) f (x) =

{
e
1

x +2

e
1

x +1
dla x 6= 0,

e dla x = 0,
x0 = 0;

c) f (x) =

{ |x|+x
x2

dla x 6= 0,
0 dla x = 0,

x0 = 0;

d) f (x) =

 (1− x)
1

x dla x < 0,
e dla x = 0,

(1+ x)
1

x dla x > 0,

x0 = 0;

e) f (x) = sgn[x(x − 1)], x0 = 1;

f) f (x) =

{
x arc tg 1

x
dla x 6= 0,

π
2

dla x = 0,
x0 = 0.



Oto lista twierdze«, które zapewne poznacie na wykªadzie. Czasami pomagaj¡ one
szybko rozstrzygn¡¢ ci¡gªo±¢ danej funkcji:

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji elementarnych)

Funkcje elementarne s¡ ci¡gªe w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci sumy, ró»nicy, iloczynu i ilorazu funkcji)

Je»eli funkcje f i g s¡ ci¡gªe w punkcie x0, to funkcja f ± g , f · g , f
g
(g(x0) 6= 0)

jest ci¡gªa w punkcie x0.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji zªo»onej)

Je»eli
1. funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0,
2. funkcja g jest ci¡gªa w punkcie y0 = f (x0),
to funkcja zªo»ona g ◦ f jest ci¡gªa w punkcie x0.

Twierdzenie (o ci¡gªo±ci funkcji odwrotnej)

Niech I i J b¦d¡ dowolnymi przedziaªami. Je»eli funkcja f : I
na−→ J jest ±ci±le

monotoniczna i ci¡gªa, to funkcja odwrotna f −1 : J
na−→ I tak»e jest ci¡gªa.
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Trzy wa»ne twierdzenia dotycz¡ce funkcji ci¡gªych

Twierdzenie (Bolzano-Cauchy'ego)

Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na przedziale domkni¦tym [a; b] oraz speªnia warunek
f (a)f (b) < 0, to istnieje punkt c ∈ (a; b) taki, »e f (c) = 0.

Uzasadni¢, »e podane równania maj¡ jednoznaczne rozwi¡zania we wskazanych
przedziaªach:
a) 4x = x2, (−1; 0); b) ex = 1

x
,
(
1
2
; 1
)
;

c) ctg x = x ,
(
π
6
; π
3

)
; d) x3 + 6x − 2 = 0, (0; 1);

e) x sin x = 7,
(
2π; 5π

2

)
; f) 3x + 5x = 9, (1; 2);

g) x2 + ln x = 0,
(
1
e
; 1
)
; h) 1 = sin x

2
+ x ,

(
0; π

2

)
;

i) 3x + x = 3, (0; 1); j) ln x + 2x = 1,
(
1
2
; 1
)
;

k) x100 + x − 1 = 0,
(
1
2
; 1
)
; l) x2x = 1, (0; 1).



Twierdzenie (Darboux o warto±ci po±redniej)

Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na przedziale domkni¦tym [a; b] oraz
1. f (a) < f (b),
2. p ∈ (f (a); f (b)),
to istnieje taki punkt c ∈ (a; b) dla którego f (c) = p.

Uzasadni¢, »e:
a) funkcja f (x) = esin x przyjmuje w przedziale

[
0; π

2

]
warto±¢ 2;

b) funkcja f (x) = sin(πx) + cos(πx)− 1 przyjmuje w przedziale
[
1
2
; 1
]
warto±¢ -1.

Udowodni¢, »e funkcja ci¡gªa f : [0, 1]⇒ [0, 1] posiada punkt staªy, tzn. istnieje
taki punkt a ∈ [0, 1], »e f (a) = a.
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Twierdzenie (Weierstrassa o ograniczono±ci i osi¡ganiu kresów)

Je»eli funkcja f jest ci¡gªa na przedziale [a; b], to
1. jest ograniczona, tzn. istniej¡ staªe m i M takie, »e

m ¬ f (x) ¬ M dla wszystkich x ∈ [a; b];

2. osi¡ga swoje kresy, tzn. istniej¡ punkty c , d ∈ [a, b] takie, »e

f (c) = inf
x∈[a;b]

f (x) oraz f (d) = sup
x∈[a;b]

f (x).

Uzasadni¢, »e:

w±ród prostok¡tów wpisanych w koªo o promieniu R jest ten, który ma
najwi¦ksze pole;

w±ród walców wpisanych w sto»ek o promieniu podstawy R i wysoko±ci H
istnieje ten który ma najwi¦ksz¡ obj¦to±¢;
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Ci¡gªo±¢ kontra ci¡gªo±¢ jednostajna

De�nicja (ci¡gªo±ci Cauchy'ego ε− δ)
Funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0 wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε>0∃δ>0∀x∈O(x0) [(|x − x0| < δ) =⇒ (|f (x)− f (x0)| < ε)] .

Inaczej mówi¡c: funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0, gdy maªe zmiany argumentu x
wzgl¦dem tego punktu powoduj¡ maªe zmiany warto±ci funkcji f (x) wzgl¦dem
f (x0).

Korzystaj¡c z powy»szej de�nicji, uzasadni¢ ci¡gªo±¢ podanych funkcji we
wskazanych punktach:
a) f (x) = 2x − 3, x0 = 1; b) f (x) = x2 + 1, x0 = 2;
c) f (x) = 3

√
x , x0 = 0; d) f (x) = sin x , x0 = π.
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Funkcja f jest ci¡gªa na zbiorze A ⊂ R, je±li jest ci¡gªa w ka»dym punkcie tego
zbioru, czyli

∀x ∈ A ∀ε > 0 ∃δx,ε > 0 ∀y ∈ A [|x − y | < δ =⇒ |f (x)− f (y)| < ε].

Funkcja f jest jednostajnie ci¡gªa na zbiorze A ⊂ R, wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε > 0 ∃δε > 0 ∀x ∈ A ∀y ∈ A [|x − y | < δ =⇒ |f (x)− f (y)| < ε].

Jednostajna ci¡gªo±¢ jest warunkiem mocniejszym od ci¡gªo±ci (z jednostajnej
ci¡gªo±ci automatycznie wynika ci¡gªo±¢).Badaj¡c ci¡gªosc funkcji f w ka»dym
punkcie x ∈ A, dobieramy do ε > 0 liczb¦ δ > 0, ale robimy to dla ka»dego
punktu x ∈ A osobno. Badaj¡c jednostajn¡ ci¡gªo±¢, dobieramy do ε > 0 liczb¦
δ > 0, która jest wspólna dla wszystkich punktów x ∈ A.
Zadanie. Poka»emy, »e:

funkcja f (x) = x2 jest jednostajnie ci¡gªa na przedziale [0, 2]

funkcja f (x) = 1
x
jest jednostajnie ci¡gªa na przedziale [a,∞), gdzie jest

dowoln¡ dodatni¡ liczb¡.
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Twierdzenie (Cantora - warunek wystarczaj¡cy jednostajnej ci¡gªo±ci)

Funkcja ci¡gªa na przedziale domkni¦tym jest na nim jednostajnie ci¡gªa.

Przykªad: funkcja f (x) = x
4−x2 jest jednostajnie ci¡gªa na przedziale [−1, 1].

Twierdzenie

Niech A ⊂ R, f : A→ R. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne :

1 funkcja f jest jednostajnie ci¡gªa na A

2 dla ka»dych ci¡gów (xn), (yn) ⊂ A z warunku lim
n→∞

(xn − yn) = 0 wynika, »e

lim
n→∞

(f (xn)− f (yn)) = 0.

Zadanie. Pokaza¢, »e funkcja f (x) = x2 nie jest jednostajnie ci¡gªa na R.
Wskazówka - wzi¡¢ xn = n, yn = n + 1

n
.
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