
Współrzędne biegunowe

α

(x, y)

x

y

R

NiechA := {(x, y);x2+y2 ≤ R}.Wówczas, aby obliczyć
∫
A f(x, y) dAmożemy użyć współrzędnych biegunowych{

x = r cosα
y = r sinα r ∈ [0, R], α ∈ [0, 2π), dA = rdrdα,

Zatem, ∫
A
f(x, y) dA =

∫ 2π

0

∫ R

0
f(x, y) r dr dα.

W szczególności,

• Jeżeli A := {(x, y) ∈ R2; (x− a)2 + (y − b)2 = R2}, to{
x = a+ r cosα
y = b+ r sinα r ∈ [0, R], α ∈ [0, 2π), dA = r dr dα,

• Jeżeli A := {(x, y) ∈ R2; x2

a2
+ y2

b2
= 1}, to{

x = a r cosα
y = b r sinα r ∈ [0, 1], α ∈ [0, 2π), dA = abr dr dα,

Współrzędne cylindryczne

Niech zbiór A będzie walcem
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wówczas, aby obliczyć
∫
A f(x, y) dA możemy użyć współrzędnych cylindrycznych

x = r cosα
y = r sinα
z = z r ∈ [0, R], α ∈ [0, 2π), z ∈ [c, d] dA = rdrdαdz,

W szczególności,



• Jeżeli podstawą walca jest okrąg o środku w punkcie (a, b), to
x = a+ r cosα
y = b+ r sinα
z = z, r ∈ [0, R], α ∈ [0, 2π), z ∈ [c, d] dA = rdrdαdz,

• Jeżeli podstawą walca jest elipsa x2

a2
+ y2

b2
= 1, to

x = a r cosα
y = b r sinα
z = z, r ∈ [0, 1], α ∈ [0, 2π), z ∈ [c, d] dA = abrdrdαdz,

Współrzędne sferyczne - system matematyczny
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Niech A := {(x, y);x2 + y2 + z2 ≤ R}. Wówczas, aby obliczyć
∫
A f(x, y, z) dA używamy współrzędnych sferycz-

nych. 
x = r cosβ sinα
y = r sinβ sinα
z = r cosα dA = r2 sinαdrdαdβ,

Współrzędne sferyczne - system geograficzny

R

R

ϕ

Θ
r ∈ [0, R]

ϕ ∈ [0, 2π)

Θ ∈ [−π
2
, π
2

]

Niech A := {(x, y);x2 + y2 + z2 ≤ R}. Wówczas, aby obliczyć
∫
A f(x, y, z) dA używamy współrzędnych sferycz-

nych. 
x = r cos Θ cosϕ
y = r cos Θ sinϕ
z = r sin Θ dA = r2 cos Θ

- kąt Θ jest liczony jako kąt dodatni dla punktów powyżej płaszczyzny OXY, a kąt ujemny dla punktów wziętych poniżej
płaszcyzny OXY.


