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Zestaw III  (rozmaitosci)

Dowies¢,ze M jest rozmaitoscia, gdy

(a) M ={(x,y,2) ER%x+y+2=12%+y>+ 2% = 1}, wyznaczy¢ T(1,0,0M,
(b) M ={(z,y,2) e R} 2% =y? + 220 +y =2+ 1}}, wyznaczy¢ Ti1 1 oM,
2727

Zmnalez¢ brzeg nastepujacych rozmaitosci:

{(z,y) e R%z <y < 2x,22 4+ y* < 4},
(z,y,2) €R% 2% + 92 =221 < 2 <2,y > 0},
(2,9.2) € R%a? 442 < 1,0 < 2 < Va? +47),
(¢,9,2) € R%4(a? 4+ ¢?) < 2 <a? + 32 + 4},

kuli domknietej w R3,
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(f) sfery w R3.
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. Udowodnié, ze sfera S? C R? jest dwuwymiarowsa rozmaitoscia, wyznaczy¢ przestrzen styczng w dowolnym

punkcie, podaé¢ parametryzacje sfery.

. Sprawdzi¢, ze H = {(z,y) € R?;e*Y cosy + e*5"Ysiny + 2 +y — 1 = 0} jest krzywa, tzn. I-wymiarows,

gtadka podrozmaitoécia R?. Napisaé¢ réwnanie przestrzeni stycznej do H w (0,0).

. Sprawdzié, ze H = {(x,y, z,t) € R%; ¥ V2 p oyt 4 o2 = (0 e 4"V "7 4 2 —t — 2 = 0} jest krzywa,

tzn. 2-wymiarowa, gtadka podrozmaitoscig R*. Napisa¢ réwnanie przestrzeni stycznej do H w (0,0,0,0).
Napisaé¢ réwnanie przestrzeni normalnej w (0,0, 0,0).

. Niech M C R" bedzie zbiorem domknigtym. Pokazaé, ze jezeli M jest n-wymiarows rozmaitoécia z brze-

giem, to OM = M NR"\ M.

. Podaé parametryzacje wstegi Mobiusa.
. Poda¢ parametryzacje torusa.

. Niech ¢ : R? — R bedzie odwzorowaniem gladkim. Rozwazmy M = {(z,y, ¢(7,)); (z,y) € R?}. Znalezé

ciagle pole reperow na M.

Obliczy¢ (a) / ydr + zdy, (b) de—y — %"”, gdzie L jest éwiartka okregu zadanego wzorami:
L

x=rcost,y =rsint dlat e [0, J].

Obliczyé¢  (a) / 2?2 + y’dy, gdzie C jest brzegiem prostokata opisanego prostymi:

C
x=1,y=1,2 =3,y =5 (orientacja dodatnia).

Pokazac, ze / w = 0 gdy L jest konturem zamknigtym oraz
L

(a) w = yzdx + zzdy + xydz,
(b) w = dx Z3dy + 3yzzxdz.

Obliczy¢ / xdx + ydy + (z +y — 1)dz, gdzie L jest czescia prostej od (1,1,1) do (2,3,4).
L

Sprawdzié prawdziwosé twierdzenia Stokesa dla / 2(z2 +y?)dz+ (z+y)>dy, gdzie C jest konturem tréjkata
C
o wierzchotkach A(1,1), B(2,2),C(1,3) dodatniej orientacji.

Korzystajac z twierdzenia Stokesa obliczy¢

(a) / w2dydz + y?dzdx + z*dxdy, gdzie S jest wewnetrzna strong powierzchni szescianu: 0 < z < a,0 <
S
y<a0<z<aq,
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(b) / xdydz + ydzdr + zdxdy, gdzie S jest powierzchnia bryly ograniczonej plaszczyznami
S
r+y+z=a,x=0,y=0,2=0.

Obliczy¢ catke / , jesli T jest orientacja M dana przez pola wersoréw normalnych 7 oraz
M7T)

—~

(a) w(z,y, 2) = z(y? + 22)dy A dx + 22de ANdz, M = {(z,y,2) € R% 9% + 22 = 4,9y > 0,1 > 2 > 0},
7(%,2,0) = (0,1,0),
() w(z,y,2) = ydz ANdx + xdy Adz, M = {(z,y,2) € R% 22 +y? + 22 = 1,2 > 0}, ﬁ(@,lﬁ) =
(=2, %)
2% 72 )
Niech P = [0,1],® : P — R? bedzie dyfeomorfizmem takim, ze ®(0) = ®(1), 7 niech bedzie orientacja

zgodna z (P, ®) oraz f : R — R funkcja gladka. Pokazaé, ze / f(2® + y?) (zdx + ydy) = 0.
(®(P))

Niech f : [0,1] — R bedzie funkcja rézniczkowalna, c : [0,1] — R? bedzie zadana wzorem c(x) := (z, f(z)).
1
Pokazaé, ze dlugosé ¢([0,1]) wyraza si¢ wzorem / V1+(f)2.
0

Pokazaé, ze pole powierzchni o okreslonej réwnaniem z = f(x,y), gdzie f to funkcja gtadka taka, ze jej rzut

AN A
na ptaszczyzne XOY jest obszarem S, jest réwne / 1+ <82> + ((;) dxdy. Znalez¢ pole powierzchni
S &z Y

czedci plaszezyzny £ + ¥ + 2 = 1 zawartej miedzy plaszczyznami wspélrzednych (XOY,YOZ, ZOX).

Niech a < 0 < b oraz niech K bedzie bedzie 3-komoérka okreslona nieréwnosciami:
0<t<a0<u<2m0<wv < 2r Niech ® : [0,a] x [0,27] x [0,27] — R3? bedzie zadane wzorem
O(t,u,v) = (tcosu, (b + tsinu)cosv, (b + tsinu)cosv). Wowczas, ®(K) jest pelnym torusem. Obliczyé
jego objetosé i powierzchnie.



