10.

. Niech f: R?® — R. Gradient funkcji f jest okreslony wzorem V f = <

Zestaw I (formy rézniczkowe)

. Zbadaé, czy nastepujace formy sa doktadne:

(a) w = z?dx + y3dy, (b) w = 7%132/ 1 y;ix,
L Yy
d d d
(C)w::vx+yy+zz (d) w = yzdz + zzdy + zydz,

/22 4+ 2 + 22 ’
dx — 3d 3y —
T y+ Yy—x

z 22

() w= dz.

. Wyznaczy¢ pochodna zewnetrzna dla w = x1e*2dxs.

. Przenies¢ 2-forme w = 2dy; A dys + (€% +yo)dy1 A dys z R3 na R? przez odwzorowanie T : R? — R? dane

wzorem T (x1,z2) = (z172,sin 29, 3 + 22).

of of of

—, =, = | . Wyznaczy¢ gradient,
oz’ Oy 82) Y ye s y

podanych funkcji:

(a) f($7y7 Z) = (1:2 +y2)2, (b) f(:E,y,Z) = arctg%, (C) f(:E?y) Z) = m

. Niech F = (Fy, F, F3) bedzie rézniczkowalnym polem wektorowym okreslonym na obszarze V C R3.

Rotacje pola wektorowego F' okreslamy wzorem:

OF: OF: OF OF: OF: OF
. v —| 9 @ 0 | — 3 2 1 _ 3 2 . 1
rotl =V x =\ g 0z ( Jy (z) - 0z (@), 0z () oz (), oz (@) oy (:C)> '

Wyznaczy¢ rotacje podanych pdl wektorowych:

(a) F(z,y,2) = (¢y,2y2°, 22),
(b) F(z,y,z) = (cos z,cosx,cosy),
(©) F(z,y,2) = arctg(z —y + 2)(1,—3,~2).

. Niech F = (Fy, Fy, F3) bedzie polem wektorowym rézniczkowalnym w sposob ciggly na obszarze V' C R3.

OF: OF:
Dywergencje pola wektorowego F' okreslamy wzorem: divF(z) = Vo F = —l(aﬁ) + —2(;10) + —3(1‘)
8]}1 3%2 8.7}3

Udowodnij wzory:

(a) V(F-G)=FVG+ GVF,

(b) V ¢(F) =¢'(F)VF,

(c) rot(f F)=VfxF+f-rot F, gdzie f:V — R jest funkcja gladka,
(d) div(rotF) = 0.

. Niech M bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni R3, F : M — R? polem wektorowym (F(z) =

(Fi(z), Fa(z), F3(x))). Zdefininjmy wr = Fida! + Fodx? + Fyda?, oraz np = Fidz? A dz® 4+ Fodzd A
do! + Fydz! A dz?. Wykazaé, ze dnp = (divF) - dzt A dx? A da® oraz dwp = rotr,

. Wyliczyé f*(w), gdy

(a) f:R? = R3, f(s,t) = (s+1t,t%5-t) oraz w(x,y,2) = 3zydy A dz,
(b) f:R = R3, f(s) = (s%2s+5,Ins) oraz w(z,y, z) = zy’dr + 5y°dy,
(c) f:R?2 =R, f(s) = e + 5s? oraz w(r) = sin zdx.

. Rozwazmy pole centralne, tzn F(z) = k(|z||) - z, gdzie k : R3\ {0} — R jest gladka funkcja taka,ze

k(t) # 0 (dla k(||z]|) = Hzll3 otrzymujemy pole grawitacyjne). Pokazaé,ze pole centralne jest bezwirowe.

Pokazaé, ze pole grawitacyjne F'(z) = —W - x, jest potencjalne.
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Niech M b@dme otwartym podzbiorem przestrzeni R3. Niech F,G : M — R", beda polami wektorowymi,
F(f)y=>", ’Laxﬂ G(f) = 2?21 Gj%, gdzie f : M — R jest funkcjg gltadka. Nawiasem Liego pdl
wektorowych F i G nazywamy pole wektorowe [F, G|(f) = F(G(f)) — G(F(f)). Pokazaé, ze

8F 0

=1 \j=1

Udowodni¢ tozsamo$é Jakobiego: [[X,Y], Z] + [[Z, X], Y]+ [[Y, Z], X] = 0.
Udowodnié, ze Op_1 0 J = 0.
Niech w(z, y) = 2zdz + (sinx + y°)dy oraz niech o(s,t) = (3s,2t). Obliczy¢ calke [, w

Niech M bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni R?, F = (Fy, Fy, F3) polem wektorowym oraz niech
o = idgs bedzie laicuchem. Pokazaé, ze [ dnp = [, nr.

Niech M bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni R®, I = (Fy, Fy, F3) polem wektorowym oraz niech
¢ = 0 + 7 bedzie tancuchem, gdzie o(s,t) = (s,t,0),7(s,t) = (0,t,1 — s). Pokazaé, ze [ norr = [, wr.



