
Zestaw II (formy różniczkowe)

1. Zbadać, czy następujące formy są dokładne:

(a) w = x2dx+ y2dy, (b) w =
xdy − ydx
x2 + y2

,

(c) w =
xdx+ ydy + zdz√

x2 + y2 + z2
, (d) w = yzdx+ xzdy + xydz,

(e) w =
dx− 3dy

z
+

3y − x
z2

dz.

2. Wyznaczyć pochodną zewnętrzną dla w = x1e
x2dx2.

3. Przenieść 2-formę w = 2dy1 ∧ dy2 + (ey1 + y2)dy1 ∧ dy3 z R3 na R2 przez odwzorowanie T : R2 → R3 dane
wzorem T (x1, x2) = (x1x2, sinx2, x

3
1 + x2).

4. Niech f : R3 → R. Gradient funkcji f jest określony wzorem ∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
. Wyznaczyć gradienty

podanych funkcji:

(a) f(x, y, z) = (x2 + y2)z, (b) f(x, y, z) = arc tg y
z , (c) f(x, y, z) = 1

x2+y2+z2
.

5. Niech F = (F1, F2, F3) będzie różniczkowalnym polem wektorowym określonym na obszarze V ⊂ R3.
Rotację pola wektorowego F określamy wzorem:

rotF = ∇× F =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ =
(
∂F3

∂y
(x)− ∂F2

∂z
(x),

∂F1

∂z
(x)− ∂F3

∂x
(x),

∂F2

∂x
(x)− ∂F1

∂y
(x)

)
.

Wyznaczyć rotacje podanych pól wektorowych:

(a) F (x, y, z) = (x3y, 2yz2, xz),

(b) F (x, y, z) = (cos z, cosx, cos y),

(c) F (x, y, z) = arc tg(x− y + z)(1,−3,−2).

6. Niech F = (F1, F2, F3) będzie polem wektorowym różniczkowalnym w sposób ciągły na obszarze V ⊂ R3.

Dywergencję pola wektorowego F określamy wzorem: divF (x) = ∇ ◦ F =
∂F1

∂x1
(x) +

∂F2

∂x2
(x) +

∂F3

∂x3
(x).

Udowodnij wzory:

(a) ∇(F ·G) = F∇G+G∇F,
(b) ∇ ϕ(F ) = ϕ′(F )∇F,
(c) rot(f F ) = ∇f × F + f · rot F, gdzie f : V → R jest funkcja gladka,

(d) div(rotF ) = 0.

7. Niech M będzie otwartym podzbiorem przestrzeni R3, F : M → R3 polem wektorowym (F (x) =
(F1(x), F2(x), F3(x))). Zdefiniujmy wF = F1dx

1 + F2dx
2 + F3dx

3, oraz ηF = F1dx
2 ∧ dx3 + F2dx

3 ∧
dx1 + F3dx

1 ∧ dx2. Wykazać, że dηF = (divF ) · dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 oraz dwF = ηrotF ,

8. Wyliczyć f?(w), gdy

(a) f : R2 → R3, f(s, t) = (s+ t, t2, s · t) oraz w(x, y, z) = 3xydy ∧ dz,
(b) f : R→ R3, f(s) = (s2, 2s+ 5, ln s) oraz w(x, y, z) = xy2dx+ 5y5dy,

(c) f : R2 → R, f(s) = es + 5s2 oraz w(x) = sinxdx.

9. Rozważmy pole centralne, tzn. F (x) = k(‖x‖) · x, gdzie k : R3 \ {0} → R jest gładką funkcją taką,że
k(t) 6= 0 (dla k(‖x‖) = − 1

‖x‖3 otrzymujemy pole grawitacyjne). Pokażać,że pole centralne jest bezwirowe.

10. Pokazać, że pole grawitacyjne F (x) = − 1
‖x‖3 · x, jest potencjalne.



11. Niech M będzie otwartym podzbiorem przestrzeni R3. Niech F,G : M → Rn, będą polami wektorowymi,
F (f) =

∑n
i=1 Fi

∂f
∂xi
, G(f) =

∑n
j=1Gj

∂f
∂xj

, gdzie f : M → R jest funkcją gładką. Nawiasem Liego pól
wektorowych F i G nazywamy pole wektorowe [F,G](f) = F (G(f))−G(F (f)). Pokazać, że

[F,G](f) =

n∑
i=1

 n∑
j=1

Fj
∂Gi
∂xj
−Gj

∂Fi
∂xj

 ∂

∂xi
(f).

12. Udowodnić tożsamość Jakobiego: [[X,Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y, Z], X] = 0.

13. Udowodnić, że ∂k−1 ◦ ∂k = 0.

14. Niech w(x, y) = 2x2dx+ (sinx+ y5)dy oraz niech σ(s, t) = (3s, 2t). Obliczyć całkę
∫
∂cw.

15. Niech M będzie otwartym podzbiorem przestrzeni R3, F = (F1, F2, F3) polem wektorowym oraz niech
σ = idR3 będzie łańcuchem. Pokazać, że

∫
σ dηF =

∫
∂σ ηF .

16. Niech M będzie otwartym podzbiorem przestrzeni R3, F = (F1, F2, F3) polem wektorowym oraz niech
c = σ + τ będzie łańcuchem, gdzie σ(s, t) = (s, t, 0), τ(s, t) = (0, t, 1− s). Pokazać, że

∫
c ηrotF =

∫
∂cwF .


