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Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie

ZESTAW 111

o-algebra.

. Niech A bedzie algebra podzbioréw zbioru 2. Pokazaé, ze w definicji algebry A warunek

(A0): 0,0 e A

mozna zastapi¢ warunkiem
(A0') : rodzina A jest niepusta.

. Niech A bedzie algebra podzbioréw zbioru 2. Pokazaé, ze w definicji algebry A warunek (A2) : A,B €

A= AU B € A mozna zastapi¢ warunkiem (42'): A, Be A= ANB € A.

. Niech A bedzie algebra podzbioréw zbioru Q. Udowodnié, ze jezeli A, B € A, to A\ B € A.

o0
. Niech {A;} bedzie wstepujacym ciagiem algebr, tzn. A; C Az C .... Udowodnié, ze U A; jest algebra.

=1

. Niech © = N; A = {A C N; A jest zbiorem skoniczonym lub A€ jest zbiorem skoficzonym}. Pokazaé, ze

A jest algebra, a nie jest o-algebra.

. Niech X = {a,b, c,d}. Utworzy¢ mozliwe o-algebry podzbioréw zbioru X.
. Udowodnié, ze o-algebra podzbioréw borelowskich jest réwna o-algebrze o((a,b); a < b,a,b € R).

. Udowodnié, ze o((a,b); a,b € Ra < b) = o((—o0,b); b € R) = o((—o0,b]; b € R) =

o([a,b]; a,b € R,a <b) =0((a,00); a € R) =0([a,00); a €R) =0((p,q); p,g€Q,p<q).

Miara.

. Niech Q = R, ¢ € R. Definiujemy funkcje d, : 22 — R wzorem

{3 15

Czy w(A) =2-6_1(A) + 3 - 92(A) jest miara?

Niech X bedzie ustalonym zbiorem, p miarg okre$long na c-algebrze S C 2%, A,B € S,u(B) = 0.
Udowodnij, ze (AU B) = u(A\ B) = u(A).

Niech X bedzie ustalonym zbiorem, ; miara okreslona na o-algebrze S C 2%, A, B € S. Udowodnij, ze
u(A) + u(B) = p(AU B) + u(AN B).

Qo € 2,8 =292, Okreslamy

AN, ANy <X
mm={ 0 0

00; ANQy >N

Pokazaé, ze u jest miara. Miare p nazywamy miara liczaca elementy zbioru €.

Niech p bedzie miara okreélong na o((—o0,a], a € Q) taka, ze u((—o0,a]) = a® dla a > 0,a € Q. Oblicz
p([1, v2)).

Niech p bedzie miara na B(R?) okre$lona nastepujaco:
jezeli P jest prostokatem o wierzchotkach wymiernych, to u(P) = pole P. Pokazaé, ze u(A) = 0, gdzie A
jest prosta o réwnaniu y = 0.

Sprawdzié, czy p jest miara:

(a) p:28 5 Rt ACR,
0, A=10
ua={ > 424
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(b) ustalmy 79 € R, p: 28 - Rt A CR,

0, o€ A
L zog A’

(c) 0_5:2% = R* zadana wzorem
1, -5€A
0-5(4) = { 0, -5¢ A"’

(d) p:2N = Rt
0, gdy A skonczony

A
CN 400 gdy A nieskonczony

)

i) = {

(e) f:2R 5 Rt
n, gdy A skonczony i n elementowy
n(A) = oslof :
+o00, gdy A nieskonczony

Z przedziatu [0, 1] usuwamy przedzial (%, %) Nastepnie z pozostalej czesci usuwamy przedzialy (% ), (g—g, %),

3
35 5 7
itd. tzn. tworzymy zbiér B typu Cantora w nastepujacy sposéb. Niech I} = < ) I = < > U

8’8
25 27
32°32) 77"

;o 41 2"+ 3 UG Q.4 _9on 3 9.4 " ]
T\ 2407 2. 4n 2. 4n ’ 2. 4n

o
i niech [ = U I,,, B=10,1]\ I. Obliczy¢ jednowymiarowa miara Lebesque’a zbioru B.
n=1

Funkcje mierzalne.
Udowodnié, ze:

(a) funkcja stala jest funkcja mierzalna,
(b) funkcja f(x) = sinx jest funkcja mierzalna.
Niech f,g: X — R beda odwzorowaniami mierzalnymi. Udowodnié, ze:
(a) c- f jest funkcja mierzalna, dla dowolnego ¢ € R,
(b) f+ g jest funkcja mierzalna,

(¢) f — g jest funkcja mierzalna,
(d) f? jest funkcja mierzalng,

(

(f % jest funkcjg mierzalna,

(g) sup fn,inf f,, sa funkcjami mierzalnymi, gdy f, sa funkcjami mierzalnymi dla kazdego n € N,

(h) limsup f,, liminf f,, sa funkcjami mierzalnymi, gdy f, sa funkcjami mierzalnymi dla kazdego n € N,

)
)
)
)
e) f-g jest funkcja mierzalna,
)
)
)
)

(i) f', o ile istnieje, jest funkcja mierzalna,

(i) f*™,n € N jest funkcja mierzalna.
Poda¢ przyktad zbioru F' C R, ktory nie jest mierzalny w sensie Lebesque’a.

Sprawdzié, czy nastepujace funkcje sa mierzalne:

(a) f(z) = =3 X(coo,—2)(®) = 2 X[—2,1)(T) + 2 X[1 400) (T),
(b) 9(z) =2 X(—00,1)(T) = 3+ X(—1,400) (),
(c) h(z) = sgn (¢ —2),
(d) f(z)=[z],
X — 2 X
CECRS A



Calka Lebesque’a.

21. Obliczy¢ nastepujace calki:

(a) fiou Jdl. gdzie f(z) =

(b) Jig.ay fell, gdzie f(x) =

(@) Jy Sl g f(z) =

(e) f[0,2] fdl, gdzie f(x) =

sinz, dla z nalezacych do zbioru Cantora
5%, na kazdym z przedzialéw ”wyrzuconych” o dlugoéci?%n, neN’

{
<@Lmﬁﬂ@mmﬂm={3’0<x§1,

{

{

{

x°, dla z nalezacych do zbioru Cantora
sinz, na kazdym z przedzialéw ”wyrzuconych” o dlugoéci?%n, neN’

22. Na podstawie definicji catki z funkcji prostej obliczy¢:

(a) [y[lnzldl, A=11,em],
(b) fA[mx]dl, A=10,1].
1, z<y<ax+1

23. Niech f(z) =< -1, z—1<y<zx , obliczyé:
0, p-w.

@Jé(éf@@@)m,
@)4<Aﬂ%wﬂ>@~

(c) Udowodnié, ze f nie jest catkowalna wzgledem miary [2.

24. Obliczy¢:

(a) / x y 1>(dxdy) gdzie A jest prostokatem ograniczonym krzywymiz =0, 2 =a, y =0, y = b,

(b) [ 2z +y — 1) I*(dedy) gdzie A jest obszarem tréjkata o wierzchotkach A(1,1), B(5,3), C(5,5),
(c) sin(z + y)I?(dzdy) gdzie A jest obszarem ograniczonym prostymiy =0, y =z, = 4y = 7
(d) [ sinzcosx (*(dzdy), gdzie A=0,%]?,
(&) [ e P(dady), gdzic A= {(z,9):0 <y <z},
1%(dzd
@ [ L) e A= {(my)i1 < a2+ 4% < 9},
V2 +y?

—~~
o
SN—

T T T T T T T T T

 P(dady),  gdzie A = {(z,y);2° +y* <1},
(h) [ (1822 + 8y?)e? I’(dxdydz), gdzie A = {(z,v, 2); % + % < 1,|z| < 2},

(i) [ zB(dzdydz), gdzie A= {(z,y,2) € Rz >0,y >0,2>0,z+2y+3z <4},



() / zsin(z? + y?) B(dxdydz), gdzie A jest zbiorem otwartym, ograniczonym powierzchniami
A

r=0,y=0,2=0,2z=1,224+y> =1,
T 2 T zie T — ln\/(:v—2)2+(y—|—1)2, ($)y)7é(27_1)
@) [ S Paady). e fa.9) = { s oz

2

22 2
1) /Aze9 i 1*(dzdydz), gdzie A= { (z,y,2) € R®, & + % <1, -1<z<1},

(m) / zsin(z?  +  y*)%(dedydz) gdzie A jest  bryla  ograniczona  plaszczyznami
A
r=0,y=0,2=0,2=1, 22 4+¢y> = 1.

25. Obliczy¢, o ile istnieja, granice:

(a) lim (1 —sin" )21 (dx),
n—00 [0’2]

(b) lim [ nsin El2(alacdy), gdzie A jest trokatem o wierzcholkach (0,0), (0,1),(1,2),
n

n—oo A

n—o0

(c) mn[;nﬁ*ﬂ”xmmﬂ%y%+ﬂ—x2—fyxpmm@*wv@ﬂeA:{@w%ﬂ+02SlL

(d) lim (L+z+y)"

2
—z—y—%513
n—00 (0,00)3 1+ (1 1L +y)ne 2 [ (da:dydz),

1
(e) lim — / (n—3Inz—In(z? + )" - (2 + y2)%l3(dxdydz), gdzie
A

n—oo NN

A={(z,y,2);1 <a2?+y?><9,1<2<2}.



