Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie

ZESTAW 11

Catka podwGjna.

1. Obliczy¢ calki iterowane

@ [ ([ @rvi)a
(b) /;(Auxydy)d:v
(c) /:(/ny;fy,z dx)dy.

2. Zmieni¢ kolejnosé catkowania

2

(a) /:(/:Idy)da:, (b) /12</2\/jx7dy)d:z:, (c) /01 </x: dy)d:c,
(d) /j(/olnxdy)dx, (e) /Z(/yjdx)dy, (f) /;(/xmzqdy)da;, (g) /12(/1yzdx)dy.

Y

3. Obliczy¢ catke podwdjna [ [ f(z,y)(dzdy), gdzie

(a) f(z,y) =x-y i D jest prostokatem ograniczonym krzywymi z =0, = = a,

Yy = 0, Y= b7
(b) f(z,y) =2x+y—1 1 D jest obszarem tréjkata o wierzchotkach A(1,1), B(5,3), C(5,5),
(¢) f(z,y) =sin(z +y) i D jest obszarem ograniczonym prostymi y = 0, y = z,

rT+y=73,

)
(e) f(z,y) =max(2z,y) i D =][0,2] x [0,1],
(f) flz,y)=[y] i D={(2,y) eR%2? <y <3},
(8) flxy)=lz+y] i D=10,2]x[0,2],
(bh) f(z,y) =sgn(a® —y*+2) i D={(z,y) € R% 2 +y* <4},
(i) flz,y) =2 i D={(z,y) € R% x| +y| <1},
() flz,y) = \/xiny i A={(z,y) eR% 1 <a?+y* <4},
k) fla,y) =2 +y> -4 1 A={(z,y) €R?, 22+ <2z,2> 1,y > 0},
1) flz,y)=y/22+y2 i A={(z,y) €R? 22 +4y* <9, 2 <0,y <0},
(m) flz,y) =z i A={(z,y) €eR? 2% +y* <1, z <0},
() f(z,y) =2y i A={(z,y) €R* z>0,1<2*+y* <2},
(0) fla,y) =92 i A={(z,y) eR}a2’+y> <1,z >0,y >0},
(p) flz,y) =2>+y> 1 A={(x,y) eR*y <a®+y* <z,y >0}

4. Obliczy¢ pole figury ograniczonej:

(a) prostymi y? =z, 22 = 8y,

(b) parabola y = x? — 2z + 2, styczna do niej w punkcie (3,5), 0siaQY i osiag OX,
(c) 3z% = 25y, 5y = 9z,
(d) lemniskata (2% + y?)? = 2a?(2? — ?).

5. Obliczy¢ objetosé figury ograniczonej powierzchniami:

(a) 2+ 22=1,2+y=1,2=0,y =0, przy czym z > 0, y > 0,



(b) 2z =22 +y2iy+2=4,

(c) 2+ 2z =2,y — 2z = 2 oraz walcem 2 + y* = 4,

(d)
)

(e) 22 +y? + 22 =1,2% + ¢y = 22.

z=2?+yx+y=4,2=0,y=0,2=0,

Catka krzywoliniowa.

6. Obliczy¢ calki krzywoliniowe nieskierowane (I rodzaju):

10.

11.

12.

13.

(a) /(m2 + y?)dl, gdzie L jest krzywa o réwnaniach x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost),
L
t €[0,27],a >0,

(b) /(y — x)dl, gdzie L jest tukiem krzywej y = 23 zawartym miedzy punktami A(1,1) i B(2,8),
L

dl
(c) / , gdzie K jest odcinkiem prostej y = %l‘ — 2 zawartym miedzy punktami A(0,—2) i B(4,0),
KZT—Y
(d) / ydl, gdzie K jest tukiem paraboli y? = 2pz od punktu (0,0) do punktu (2,2,/p),
K

(e) / v/ 2yds, gdzie L jest tukiem cykloidy o rownaniach parametrycznych z = y—sint,y = 1 —cost,t €
L
0, 27],

() /(x + y)dl, gdzie L jest obwodem tréjkata o wierzchotkach A(0,0), B(1,0),C(0,1),
L

(g) / 2?ydl, gdzie K jest czedcia okregu lezaca w pierwszej ¢wiartce ukladu wspéhrzednych.
K

. Zmalez¢ wspdlrzedne $rodka ciezkosdci ¢wiartki elipsy o = acost,y = bsint znajdujacej sie w pierwszej

¢wiartce uktadu wspotrzednych, jezeli gestosé w kazdym punkcie krzywej jest réwna rzednej tego punktu.

. Zmalez¢ wspoétrzedne érodka cigzkosci linii tanicuchowej y = 5 <e§ + e_%) miedzy jej punktami o odcietych

x1 = 0,29 = a, jezeli gestosé krzywej w kazdym punkcie jest odwrotnie proporcjonalna do rzednej punktu.

. Obliczy¢ momenty bezwladnosci jednorodnego tuku pétkola o réwnaniach x = acost, y = sint, t € [0, 7].

Obliczy¢ calki krzywoliniowe skierowane (II rodzaju)

(a) / xdy, gdzie L jest obwodem trojkata utworzonego przez osie wspétrzednych i prosta § + § =1 w

L
kierunku dodatnim,
(b) / 2 — y?dx, gdzie AB to tuk paraboli y = 2% od punktu A(0,0) do punktu B(2,4),
AB
(1,1)
(c) / zydz + (y — x)dy, po krzywej y = a7,
(

0,0)

(m.2m)
(d) / —z cosydx + ysin zdy, po odcinku laczacym punkty (0,0) i (, 27),
(0,0)

(e) / (% 4 y*)dy, gdzie K jest brzegiem prostokata opisanego prostymi z = 1,y = 1,z = 3,y = 5,

K
(orientacja dodatnia),
x(y — 1)dx + z*dy, gdzie K jest konturem figury ograniczonej liniami y = x*,y = 9.
(f)/2( 1)d 2dy, gdzie K jest kont fi i j liniami 2 9
K
W kazdym punkcie elipsy dziala sita Fo wspotrzednych F, = 2?2 i F, = —y?. Znalezé prace wykonana
przez ta sile przy przesunigciu punktu materialnego P o masie m po calej elipsie.

Dane jest pole si¢ o sktadowych F, = xy —y, F, = 2z + y?. Wyznaczy¢ jaka prace trzeba wykonaé, aby
pokonaé sity pola wzdtuz drogi tuku y = 2 od punktu A(0,0) do B(1,1).

Obliczy¢ przy pomocy catki krzywoliniowej pola figur ograniczonych danymi krzywymi zamknietymi

a) asteroida x = acos®t,y = asin’t,
q Y



(b) lemniskata x = acost\/2cos(2t),y = asinty/2cos(2t),t € [-F, F].

14. Sprawdzié, czy dane calki obliczone po krzywej zamknietej L sg réwne zeru
(a) / 2xydr + zdy,
L

d d
(b) / %, przy czym poczatek ukladu wspélrzednych lezy poza linig L,
L Ty

(c) / ydzx + (x + y)dy, po krzywej L okreslonej réwnaniami y = x2,y = 4.
L
15. Wykazaé, ze nastepujace wyrazenia sa rézniczkami funkcji F'(z,y) oraz wyznaczy¢ te funkcje
(a) (2% —y?)(wdz — ydy),

(By—x)dx+(y—3zx)d
(b) = (Hy)y?’ Y

(c) /(er”y —3)dx + ™Y (1 + zy)dy,
L

(d) (2xcosy — y?sinx)dx + (2y cos v — 2

siny)dy.
16. Korzystajac z Twierdzenia Greena obliczy¢ catki

(a) / (2y*4-1)da+(y*+2x)dy, gdzie L jest konturem tréjkata o wierzchotkach A(—1, 1), B(2,2),C(—1,1),
L

2
(b) / g(m:”dy — y3dx), gdzie L jest gérna polowa okregu z2 + 32 = 2z,
L

(c) /(332 + 1)dx + /22 + y2dy, gdzie L jest okregiem 22 + y? = a2,
L
Calka potrdjna.

17. Obliczy¢ calki iterowane

11 g2
(a) / / / (44 z)dzdydz,
-1Jz2 J0
1 VT 222
(b) / / / ydzdydzx,
0 JO 1-z
27 pa %
(c) / / / y? sin z cos zdxdydz,
o Jo J-b&

@ /0e1 /Oex1 /eac+y+e (xln(;(—xi—yy) ” dzdydz.

18. Obliczy¢ catke potréjng [ [ [, f(x,y, z)(dzdydz), gdzie

(a) f(z,y,2) = 17;73}, a G jest obszarem ograniczonym plaszczyznami x +y + z = 1,
r=0,y=0,2=0,

(b) fx,y,2) = (182% + 8y°)e*, a G = {(x,y,2) € R} & + 4 <1, |2| <2},

(¢) f(z,y,2) = 2z + 3y — z, a G jest graniastostupem ograniczonym plaszczyznami x = 0,y = 0,z =
0,z=3,z4+y =2,

(d) f(z,y,2) = zsin(x? 4+ y?) oraz G jest brylg ograniczona plaszczyznami z = 0,y = 0,z = 0,2z =
La?+y? =1,

_ 9x2+4y2

(€) f(zyy,z)=ze" 2 ,aG={(z,9,2) €R? & + 2 <1,-1<2z<1},

() f(z,y,2) = /22 + 9?2, oraz G jest ograniczone powierzchniami: stozkiem x? + 32 = 22 i plaszczyzna
z=1,

(g) f(x,y,2) = wyz, a G jest bryly ograniczona ptaszczyznami 22 +y? + 22 = 1,2 =0,y = 0,2z = 0.
19. Obliczy¢ objetoéci bryt ograniczonych powierzchniami

(a) 2? +y* + 22 =z,



20.

21.

22.

23.

24.

25.

*+yP+22=1,2>0,y<0,zeR

Obliczy¢ calki powierzchniowe

(a) [[4(8—22)ds, gdzie S:z=4— a? — Ly dla z > 0,
s, gdzie S jest powierzchnia pétkuli: z = y/a? — 22 —
(b) [ [syds, gdzie S jest powierzchnig pélkuli: z = \/a® — 2% — 32,
)

=0,y=0,2=0,2=1,22+y> -2y =3,

Calka powierzchniowa.

(c) [ S uﬁjﬁ)?’ gdzie S jest czescig powierzchni x + y + 2z = 1 zawartej w pierwszej désemce,

(d) [[s(z? +y?)ds, gdzie S: /22 +y? <z < 1.

Obliczy¢ catkowity tadunek elektryczny rozmieszczony na czesci powierzchni 2z 4y + 5z — 15 = 0 zawarte]j
w pierwszej ésemce, jezeli gestosé tadunku jest wprost proporcjonalna do 3z 4 2y + 5z.

Obliczy¢ mase tej czedci paraboloidy z = %(:1:2 + y?), ktéra zawarta jest miedzy plaszczyznami z = 0 i
z =11 ktérej gestosé w kazdym punkcie rowna sie trzeciej wspéirzednej punktu powierzchni.

Obliczy¢ catki powierzchniowe zorientowane:

(a) ffs xdydz + ydzdx + zdxdy, gdzie S jest zewnetrzna strona powierzchni sfery z2 + y2 4+ 22 = R?,

M) [f g x2dydz + y*dzdx + 2*dxdy, gdzie S jest zewnetrzna strona powierzchni stozka z2 + 3% = 22 dla

0<z<h,

(c) [ g 23dydz + x?ydzdx + x?zdxdy, gdzie S jest zewnetrzna strona tej powierzchni walca z2 +y% = a
ktéra jest ograniczona ptaszczyznami z =0, 1 z = h.

2

Wykazaé, ze objetos¢ V' bryty ograniczonej powierzchnia S zamknieta, gladka i zorientowana moze by¢

wyrazona wzorem: V = % [ [¢ xdydz + ydzdx + zdady.

Obliczy¢ za pomoca twierdzenia Stokesa prace wykonang przez site F = (x4 2z, x —y+2z,y—4x) dzialajaca
wzdluz obwodu ABCA tréjkata o wierzchotkach A(1,0,0), B(0,1,0),C(0,0,1).



Teoria.
I. Catka krzywoliniowa I rodzaju (nieskierowana).

Calke krzywoliniowa nieskierowana funkeji f(x,y) oznaczamy: [, f(z,y)dl.
Jezeli réwnanie tuku L zadane jest w postaci jawnej y = y(z) dla a < x < b, to

dl =4/1+ <%)2dx oraz /Lf(w,y)dl—/abf(x,y(x)) 1+ (Z ) dx.

Jezeli krzywa jest dana réwnaniami parametrycznymi tzn. z = z(t),y = y(t) dla o <t < 3, to

W= (&) (D) o [ e [ o) (S) + (L) a

Jezeli réwnanie krzywej jest dane w ukladzie biegunowym r = r(¢) dla ¢1 < ¢ < @9, to

dl = [r2 + (¢) d$ oraz /fa:ydl ¢2f(rcos¢,rsinq§) 7“24—(3;>Zd¢.
o1

II. Catka krzywoliniowa II rodzaju.

Calke krzywoliniowa skierowang oznaczamy: [, F(z,y)dx lub [, P(z,y)dz + Q(z,y)dy
Jezeli réwnanie tuku L zadane jest w postaci jawnej y = y(z) dla a < x < b, to

b

| P+ @y = [ (Pyi@) + Q. yla)y' (@) de

a

Jezeli tuk L jest dany réwnaniami parametrycznymi tzn. x = z(t),y = y(t) dla a <t < 3, to

B
[ Pladn + Quady = [ (Pa(o).(0)a'0) + Qo). y(0)y/ (1)) dr
L

«
Analogiczne twierdzenia istnieja dla catek krzywoliniowych w przestrzeni.
ITI. Calka powierzchniowa niezorientowana.

Jezeli funkcja F'(z,vy, z) jest ciagla i ptat S jest gladki (regularny), to catka powierzchniowa ffs F(x,y,z)ds
istnieje i wyraza sie za pomoca calki podwdjnej nastepujacym wzorem:

/ /5 Fle,y,2)ds = / /D F(a,y, f(z.9)\/1+ 2, 9) + 2, y)dudy,

gdzie D jest rzutem plata S na ptaszczyzne Oxy.

Jezeli plat powierzchniowy dany jest réwnaniami parametrycznymi: x = ¢(u,v),y = ¥(u,v),z = x(u,v),
gdzie punkty (u,v) naleza do obszaru jednospéjnego A, to catka krzywoliniowa niezorientowana funkcji ciaglej
na gtadkim ptacie S wyraza sie wzorem:

J [rmone= | [ roonotworsoon] (5E8) + (53) + (B

Interpretacja fizyczna: Jezeli F(x,y,z) jest gestoscia powierzchniowa masy rozpostartej na placie glad-
kim S to [ [q F(x,y,z)ds jest masa powierzchni S. Jezeli F(x,y,z) jest gestoicia tadunku elektrycznego, to
J[<F s F(z,y, 2)ds przedstawia catkowity tadunek znajdujacy si¢ na powierzchni S.

III. Calka powierzchniowa zorientowana. Catka powierzchniowa zorientowana plata powierzchni S



wyraza sie wzorem:

// Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = // (Pcosa+ Qcos 8+ Rcosy)dS,
S D

gdzie [cos a, cos (3, cos 7] jest wektorem jednostkowym na osi normalnej zgodnie z nia skierowanym.
Jezeli powierzchnia S jest zadana réwnaniami parametrycznymi : © = ¢(u,v),y = ¥ (u,v), z = x(u,v), gdzie
(u,v) € A(obszar plaski), to mamy

, cos 8 =

Wowczas

_ D(y,z) , ,D(zz)  ,D(z,y)
//S Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = //A <PD(u, + QD(u, o) + RD(u, v)> dudv,

Twierdzenie Greena. Jezeli funkcje P(z,y) oraz Q(x,y) sa ciaglte wraz z pochodnymi %5, Bag wewnatrz i

na brzegu obszaru D normalnego wzgledem obu osi wspotrzednych, przy czym brzeg L obszaru D jest skierowany

dodatnio, to:
0 aP
/ P(z, y)dw+Qxydy—// —Q—— dxdy.

Twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego. Niech F' = (P(x,y,z2),Q(z,y,2), R(z,y,2)), gdzie P,Q,R €
CY(V), V jest obszarem domknietym i normalnym wzgledem wszystkich ptaszczyzn uktadu wspétrzednych oraz
niech S bedzie powierzchnia zamknieta, gladka, zorientowana na zewnatrz ograniczajaca obszar V. Wowczas,

// Pdydz + Qdzdx + Rdxzdy = /// <8P a—Q + 2R> drdydz.
z

Uogdlnienie.Twierdzenie Stokesa. Niech F' = (P(z,y,2), Q(z,y, 2), R(x,y, 2)), gdzie P,Q, R € CY(V),
V' jest obszarem przestrzennym zawierajacym powierzchnie gltadka S i jej brzeg K Wéwczas,

/(Pd1:+Qdy+RdzdS // @_@ dydz + 87P_67R dzdx + @—a—P dxdy.
0z 0z Oz dr 0Oy

Uwaga. rot(P,Q,R) = (a—R _9Q 9P _ 9R 9Q _ BiP)‘



