Ekstrema lokalne funkcji wielu zmiennych

Niech f : U — R, gdzie U jest otwartym podzbiorem przestrzeni R? i x € U.

Definicja. Funkcja f ma w punkcie 2y € U minimum lokalne, jesli istnieje » > 0 takie, ze
e B(xg,r) CU,
o Vu e B(xg,r) flx) > f(zo).

Funkcja f ma w punkcie xy € U maksimum lokalne, jesli istnieje > 0 takie, ze
o B(xg,r) CU,

o Vu e B(xg,r) flx) < f(zo).

Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego.

Jezeli funkcja f ma w punkcie z( ekstremum lokalne oraz jest w z rézniczkowalna, to
%(mo) =0 dlai=1,2,....d.

Warunek dostateczny istnienia ekstremum lokalnego dla funkcji dwoch zmiennych
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(@) %(zo,yo) >0 i det D*f(zo,y0) >0 = f ma minimum w (zo, yo),

(b) %(mo,yo) <0 i det D*f(xg,90) >0 = f ma maksimum w (¢, yo),
(c) det D?f(xg,%0) <0 = f nie ma ekstremum,
(d) det D?f(zo,40) =0 = nie wiadomo.

Ekstremum globalne.

Funkcja f ciggla w pewnym obszarze domknigtym i ograniczonym D musi przyjmowaé w
tym obszarze wartoS¢ najwigksza i najmniejsza, przy czym wartosci te (ekstrema absolutne)
sg badz ekstremami lokalnymi lezacymi wewnatrz obszaru D, badZ wystepuja na brzegu
obszaru.



Schemat post¢powania:
A. Znajdujemy punkty krytyczne lezace wewnatrz obszaru D i obliczamy w nich warto$¢

funkcji.
B. Wyznaczamy najwieksza i najmniejsza warto$¢ badanej funkcji na granicy obszaru D.
C. Poréwnujemy otrzymane wartoSci.

Ekstremum lokalne zwiazane.

Niech f,¢i,....,9, : U — R, gdzie U jest otwartym podzbiorem przestrzeni R? ¢g; € C*.
Zdefiniujmy zbior M := {x € U; g;(z) =0,i =1, ..., s}.

Definicja. Punkt 2y € M nazywaé bedziemy

e lokalnym maksimum zwigzanym funkcji f na zbiorze M jezeli
EI1">0 vxEB(:ro,r)ﬂM f(l') < f(xO)a
e lokalnym minimum zwigzanym funkcji f na zbiorze M jezeli

EIr>0 vreB(xo,r)ﬂ]V[ f(l’) P f('rO)a

Metoda mnoznikéw Lagrange’a.
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dla x € U takich, ze g;(x) = 0 dla kazdego i = 1, ..., s.
2. Tworzymy funkcje Lagrange’a:
F(zy,...,xq) = f(x1, o0, xq) + Mg1(z1, oy xq) + oo+ Asgs(T1, .0y T4)
1 <s<d, (\;— mnozniki Lagrange’a).
3. Rozwigzujemy uktad rownan:

g—i(x) =0

8F(x) =0

Ozg
gl(x) = 07
gs(z) = 0.

4. Badamy, czy fumkcja F' przyjmuje ekstremum lokalne w punkcie bedacym rozwig-
zaniem powyzszego uktadu réwnan.




