
CAŁKOWANIE WYRAŻEŃ NIEWYMIERNYCH

(1) a = 0, √
bx+ c = t,

x =
t2 − c
b

, dx =
2t

b
dt

(2) a 6= 0.

(a) ∆ < 0, a > 0, √
ax2 + bx+ c =

√
ax+ t I podstawienie Eulera

( lub sprowadzamy do postaci kanonicznej i stosujemy wzór∫
dx√
x2 + k

= ln |x+
√
x2 + k|+ c.)

(b) ∆ > 0, a > 0, √
ax2 + bx+ c =

√
a(x− x1)(x− x2) =

√
a |x− x1|

√
x− x2
x− x1

t2 =
x− x2
x− x1

.

(x1, x2 są pierwiastkami trójmianu kwadratowego ax2 + bx+ c)

(c) ∆ > 0, a < 0, c > 0, √
ax2 + bx+ c = xt+

√
c II podstawienie Eulera,

x =
2t
√
c− b

a− t2
, dx = ...

(d) ∆ > 0, a < 0, c < 0, ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2),√
ax2 + bx+ c = t(x− x1) III podstawienie Eulera.

(x1, x2 są pierwiastkami trójmianu kwadratowego ax2 + bx+ c)

(e) ∆ > 0, a > 0, c > 0,
I, II, III podstawienie Eulera.

(f) ∆ = 0, a > 0, √
ax2 + bx+ c =

√
a
√

(x− x1\2)2 =
√
a |x− x1\2|,

t = |x− x1\2|.

(x1\2 jest pierwiastkiem podwójnym trójmianu kwadratowego ax2 + bx+ c)

(3)
(

q1

√
bx+c
dx+e

)p1
, ...,

(
qk

√
bx+c
dx+e

)pk
,

tNWW (q1,...,qk) =
bx+ c

dx+ e
.

(4) Całki typu
∫
xm(a+ bxn)pdx a, b ∈ R,m, n, p ∈ Q liczymy dokonując następujących podstawień

(a) jeżeli p ∈ Z to podstawiamy x = tN , gdzie N jest wspólną wielokrotnością ułamków m i n,

(b) jeżeli m+1
n ∈ Z, to podtawiamy tN = a+ bxn, gdzie N jest mianownikiem ułamka p,

(c) jeżeli m+1
n + p ∈ Z, to podtawiamy tN = ax−n + b, gdzie N jest mianownikiem ułamka p.



Metoda wpółczynników nieoznaczonych
∫
W (x)

dx√
ax2 + bx+ c

∫
W (x)

dx√
ax2 + bx+ c

= Θ(x)
√
ax2 + bx+ c+ λ

∫
dx√

ax2 + bx+ c

st. W = n⇒ st. Θ = n− 1

| różniczkujemy obustronnie

W (x)
dx√

ax2 + bx+ c
= Θ′(x)

√
ax2 + bx+ c+ Θ(x)

2ax+ b

2
√
ax2 + bx+ c

+
λ√

ax2 + bx+ c

| mnożymy obustronnie przez
√
ax2 + bx+ c

W (x) = Θ′(x)(ax2 + bx+ c) +
1

2
Θ(x)(2ax+ b) + λ

| porównujemy współczynniki

Przypadek
∫

dx

(x− a)k
√
ax2 + bx+ c

Wyrażenie doprowadzamy do sytuacji opisanej powyżej stosując podstawienie x− a = 1
t .


